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Abstract 

Let (X, x) be a germ of real or complex analytic space and A(x,x) the 
space of germs of arcs on (X, x). Let us consider F x : (X, x) — > (Y, y) a germ 
of a morphism and dénote by T x : Aix,x) ~ * ^(Y,y) the induced morphism at 
the level of arcs. In this paper, we try to emphasize the analogies between the 
metric or local topological properties of F x and those of J- x . We then define 
the notions of Nash séquence of multiplicities, Nash séquence of Hilbert- 
Samucl functions and Nash séquence of diagram of initial exponents of X 
along an arc tp, and study some of their basic properties. Some elementary 
connections between thèse notions and motivic intégration theory are also 
provided. 

AMS Subject Classification : 14B05, 32S05, 32S99. 



1 Introduction 

Soient K=M ou C et (X, x) un germe de K-espace analytique, d'algèbre locale 
Ox,x- Nous noterons par Aix,x) l'espace des arcs tracés sur (X,x), c'est à dire 
l'ensemble des germes de morphismes analytiques <p de (K, 0) dans (X, x), ou 
bien de façon équivalente l'ensemble des morphismes ip* de K-algèbre locale de 
Ox,x dans 0\ = K{t}. De manière plus générale si X est un espace analytique 
et A un sous-ensemble de \X\, nous désignerons par A<x,A) (resp. Ax) l'union 
LLeA A(x,x) (resp. Uajgx "A(x,x))- Ax est naturellement munie d'une distance 
ultramétrique notée T>x, définie de la manière suivante : 

- VV G A( X ,x), G A\x,x')i x x \ on P° se = 1 ; 

- V(p, (j) G A(x,x)i on pose T>x(f,4>) = e~ or ' d<yip ~^\ où ord((p — <f>) désigne la 
valuation ou l'ordre de l'idéal de Oi, (99* — 4>*)(M.x,x)-, et M.x,x l'idéal 
maximal de Ox,x- 

La topologie induite par T>x sur Ax sera dite la topologie de Krull sur Ax- 
Soit maintenant un germe de morphisme analytique F x : (X, x) — > (Y, y). Celui-ci 
induit un morphisme T x : A(x,x) ~^ •A(Y,y)' ou P our f £ Arx,x)> ^x(f) est l'arc 
(K, 0) — > (X,x) — > (Y, y) obtenu par composition de 99 avec F x . De façon plus 
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générale si F : X — > Y est un morphisme, nous noterons par T : Ax — ► Ay le 
morphisme induit au niveau de l'espace des arcs. 

Dans cet article nous abordons deux thèmes. Le premier consiste à tenter de 
souligner les analogies entre les propriétés topologiques locales d'un morphisme 
F : X — » Y, et celles du morphisme induit T : Ax — > Ay. 

Nous donnons deux illustrations de ce jeu de miroirs. La première concerne 
un résultat du à J.C. Tougeron. Dans [T3], l'auteur précité donne des inégalités 
de Lojasiewicz, avec exposant uniforme, par rapport aux fibres d'un morphisme 
analytique. Plus précisément : 

Théorème 1.1 (J.C. Tougeron ) Soit F une application analytique d'un ou- 
vert Q. n de W 1 dans un ouvert Q p de W. Pour toute paire de compacts if C fi n 
et K' C Çl p , il existe une constante a > satisfaisant : 

Vy G K', 3C y > 0|Vx G K, d p (F(x),y) > C y d n {x,F-\y)) a 

où dp (resp. d n ) désigne la distance euclidienne surW (resp. sur M 71 ). 

Le théorème résulte trivialement de l'assertion suivante : 

Assertion 1.2 Pour toute paire de compacts K C £l n , K' C £ï p , il existe une 
constante a > satisfaisant : 

Vy G K', Vxo G K, 3Cr xo y \ > et V XQ voisinage de xç, tel que : 
Vx G V X0 , d p (F(x),y) > C {x0ty) d n {x,F-\y)) a 

Nous allons voir que l'on a un résultat analogue, au niveau du morphisme induit 
au niveau des espaces des arcs, en remplaçant la distance euclidienne par la 
distance ultramétrique définie plus haut. Nous démontrerons en effet : 

Théorème 1.3 Soit F : X — » Y un morphisme de K-espace analytique et T : 
Ax — ► Ay le morphisme induit au niveau de V espace des arcs. Alors pour toute 
paire de compacts K C X, K' CY, il existe une constante a satisfaisant : 

G A(y,K') > W'O G >A.(x,K)i ^((po,<p) > et V0o voisinage de (f>o tel que : 

De la même façon que l'existence d'une majoration affine pour la fonction d'Artin- 
Greenberg (cf. [Gr]) équivaut à des inégalités de Lojasiewicz au niveau de l'espace 
des arcs (cf. [H2]), le résultat ci-dessus s'interprète comme une version partielle- 
ment uniforme du théorème de Greenberg, l'espace des paramètres étant Ay (cf. 
section 3). 

La seconde illustration des analogies précédemment évoquées concerne la con- 
dition de rang de A. M. Gabrielov. Pour le rôle joué par cette condition, nous ren- 
voyons le lecteur à [B-M3], [Ga], [II], [12], [13], [14], [P] et plus particulièrement à 
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[14] et à sa bibliographie pour une historique. Si F x : (X, x) — > (1", y) est un germe 
de morphisme entre germes d'espaces irréductibles, on définit le rang générique 
de F x par : 

grk(F x ) = inf(sup rang(F x >), x' G Reg(X n U)) 

U x> 

où U parcourt une base de voisinage de x, Reg(X n U) désigne l'ensemble des 
points réguliers de X n U, et rang(F x r) est le rang de la matrice jacobienne de 
F x i en x' . On dit que F x satisfait la condition de rang de A. M. Gabrielov si et 
seulement si : 

grk(F x ) = dim y Y. 

Pour K = C, il est relativement élémentaire de vérifier que cette condition peut 
se caractériser topologiquement par l'équivalence des conditions suivantes : 

- grk(F x ) = dim y Y ; 

- MU voisinage de x assez petit, W ouvert de Reg{X n U), F X (V) contient 
un ouvert de Reg(Y) ; 

- \/U voisinage de x assez petit, F x (Reg(X n U)) contient un ouvert de 
Reg(Y). 

Désignons maintenant par (Sing(X), x) le germe en x de l'ensemble des points 
singuliers de(X, x). Soit alors Tl(x,x) = ^(x,x) ~ •A-(sing{x),x) l'ensemble des arcs 
tracés dans (X, x), mais dont l'image n'est pas entièrement incluse dans (Sing(X) 
, x). TZ(x,x) j° ue comme nous le verrons plus loin le rôle de l'ensemble des points 
réguliers de Arx,x)- Etant donné un morphisme F x : (X, x) — > (Y, y), il semble 
naturel de se demander quand F x (A(x,x)) contient un ensemble représentatif de 
A(y,y) , par exemple un ouvert de Tt(y,y) ■ Là encore le phénomène est similaire au 
niveau du morphisme F x et à celui de T x . On a en effet : 

Théorème 1.4 Pour K = C, soient F x : (X,x) — > (Y, y) un morphisme en- 
tre deux germes irréductibles et T x : A(x,x) ~^ •A(Y,y) I e morphisme induit. Les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) grk(F x ) = dim y Y ; 

2) Pour tout ouvert V de TZ(x,x)> F X (V) contient un ouvert de 7Z(y,y) > 

3) F x ('R'(x,x)) contient un ouvert de TZ(j y y 

Notre démonstration est élémentaire dans le sens où elle n'utilise pas l'existence 
de désingularisation, ni aucun des résultats concernant la condition de rang de 
A. M. Gabrielov mentionnés ci-dessus. Par contre on peut retrouver partiellement 
à partir de 1.4 certains de ces résultats (cf. section 6). 

Le deuxième thème abordé dans cet article concerne la notion de suite des 
multiplicités de Nash le long d'un arc. En un certain sens, nous cherchons des no- 
tions convenables de multiplicité, de fonction de Hilbert-Samuel, et de diagramme 
des exposants initiaux de A(x,x) eri un point (p. Dans [L-J], M. Lejeune-Jalabert 
introduisait de manière algorithmique, pour un germe d'hypersurface (H,x), la 
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notion de suite des multiplicités de Nash de (H, x) le long d'un arc. Dans notre 
travail [Hl] également consacré aux hyper surf aces, cette notion apparaissait sous 
un point de vue plus géométrique. Nous généralisons ici ce point de vue, pour 
définir les notions de suite des multiplicités de Nash, suite de Nash des fonctions 
de Hilbert-Samuel et suite de Nash des diagrammes des exposants initiaux de 
(X, x) le long d'un arc ip, pour tout germe (X, x). 

Les définitions sont les suivantes. Considérons un plongement i$ de (X, x) dans 
un (K n ,0). Ceci induit un plongement de «4(x,x) dans «4(k™,o)- Soit ip G «A(k»,o)- 
On pose : 

- (Eq, O ) = (K , 0) x (K", 0) = (K" +1 ,0) ; 

- (Z ,O ) = (K,0) x (X,x); 

- r : (K , 0) -> (Eq, Oq) le graphe de <p. 

On considère alors le diagramme commutatif (D\) suivant : 



id 



H+l 



■ (K, O) - 

(Ei,Oi) 



id 



(K,0) 



id 



id 



Oi_i) 



(Zj, Oj) — ^ (Zj_i, Oj_i) 



n 2 



U>2 



► (K, O) - 

(^l,Oi) 
Ji 

(£i,Oi)- 



id 



(X,0) 
r 
■'•..<>„) 

Jo 

(Z ,O ) 



où pour tout i > 1 : 

- Ilj est l'éclatement de _Ej_i de centre Oj_i ; 

- Ti est le relèvement de Tj-i à travers IIj et Oi = 1^(0) ; 

- Zj est le transformé strict de Zj_i par ITj et Wj = IIj|Zj, Jj est le plongement 
induit (avec Jq = («Z, îq))- 



Soient pour i G N : 

- mi tt p la multiplicité de Zj au point Oj (bien entendu si Oj G" Zj, = 0) ; 

- iïj i¥ , la fonction de Hilbert-Samuel du germe (Zj, Oj) (bien entendu si Oi g" 



Zj, Hi j( p 



0). 



Soit maintenant X = (Xi, . . . ,X n ) un système de coordonnées à l'origine de 
K n . Ecrivons : 



p{t) = £ A k -t k , A k G K n , A k = (al a n k ). 



k=i 



L'écriture en coordonnées locales des transformations quadratiques, comme on le 
fait usuellement, fournit une suite d'isomorphismes locaux 0i : (K , 0) x (K™, 0) — > 
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(Ei,Oi) telle que le diagramme (D2) suivant soit commutatif : 



(K,0) 

(K,0) x (K n ,0) 



id 



n' 



(K,0) 
(K,0) x (K n ,0) 



id 



id 



n' 



n;, 



(Ei,Oi) 
Ji 

{zZOi) ■ 



n, 



(Ei-i,Oi-i) 
Ji-i 

(Zi-r,Oi-i) 



(K, O) 

ri 

(K,0) x (K n ,0) 
— *■ (£i,Oi) 



id 



ni 



(K,0) 
rô 

(K,0) x (K",0) 
=id 
(£o,Oo) 

(Zo,Oo) 



Via ces isomorphismes on a : 

- Vi > 1, nj(i, X) = (t, t(A + X)) où X = (Xi, . . . , X n ) ; 

- Ti = OioFi, mt) = (t,<pi(t)) où <pi(t) = Efc>i^fc-< fc-i G Ak-,0)- 

On notera de plus par : 

- (Z[, 0) le germe image de (Z i} Oj) par 0" 1 o Jj ; 

- C K{t,Xi,...,X n } l'idéal définissant (Z-,0), où A* = (Ai,...,Ai) 



Pour z G N, on note : 

- Ni i<fi = N(I i>A i) C N n+1 le diagramme des exposants initiaux de I iA i pour 
le système de coordonnées (t,X). (Bien entendu si Oi Zi i.e. I i A % = K{t, X}, 
on pose N i7V = N n+1 ). 

On fait alors la définition suivante : 

Définition 1.5 Soient (X, x) un germe de K-espace analytique et un plongement 
(X, x) <^-> (!K ra ,0). Pour ip G »4(K",o)> on appelle : 

1 ) Suite des multiplicités de Nash de (X, x) le long de ip la suite : 

Mx,if = (mo yl p, m lj(p , ... , m iilfi , . . .) 

2) Suite de Nash des fonctions de Hilbert- Samuel de (X, x) le long de ip la 
suite : 

7~tx,<p = (Ho,<p, H ijip , . . . , H ijip , . . .) 

3) Suite de Nash des diagrammes des exposants initiaux de (X, x) le long de 
ip la suite : 

Mx,ip = (N 0tV , N hlf , N itV , . . .) 

Pour le fait que le premier point de la définition précédente généralise la notion 
correspondante pour les hyper surf aces, nous renvoyons le lecteur à [Hl] et [G-S- 
L-J] prop. 4.3 p. 18 et commentaires. 

Ces définitions appellent quelques remarques. Tout d'abord pour ip G A(x,x)i 
les deux premières notions précédentes ne dépendent en rien du plongement. En 
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effet, dans ce cas pour les définir, il suffit de considérer les Tj comme des éléments 
de A(Zi,Oi) e ^ de dire que les Wj sont les éclatements de Zi—i de centre Oj-i- 
D'autre part, pour un i donné, les tronqués jusqu'à l'ordre i, M l x ; , T~i x ; , A/^ , , 
des suites précédentes ne dépendent, que du tronqué ip % à l'ordre i de (p. C'est 
à dire du morphisme de K-algèbre locale tp 1 * : K{Xi, . . . ,X n } — > 
obtenu par passage au quotient. Finalement la motivation de la considération de 
tels diagrammes est la suivante. Soit i G N* et ip G *4(k»,o)- Ecrivons : 

i 

f(t) = ^A k t k + ?<pi(t) avec A k G K n , Vi G A {K n fi) 
k=l 

Alors <p G «4(x,x) s i et seulement si l'arc i — > (i, <Pi(t)) est dans -4(z',o) — ^(z^Oj)- 
Aussi nous semble-t-il naturel d'étudier de tels objets, puisqu'ils sont les premières 
mesures de la singularité des (Z' i} 0). 

Nous donnons deux résultats dans cette direction. Le premier généralise en 
toute codimension le théorème 5 p. 154 de [L-J]. 

Théorème 1.6 Soient (X,x) (K n ,0) et ip G -4(k™,o)- 

1) La suite M.x,^ est décroissante et se stabilise à la valeur générique de la 
multiplicité de X, en un point <p(t), t ^ 0, assez petit. 

2) La suite Ttx,<£ est décroissante (i.e. Vi,k G N, Hi + \ tV {k) < Hi tip (k)) et se 
stabilise à la valeur générique de la fonction de Hilbert- Samuel de Zq, en 
un point (t, <p(t)), t ^ 0, assez petit. 

Notons que la fonction de Hilbert-Samuel de Zq en un point (t, y) se calcule 
directement à partir de celle de X en y. Nous essayerons au cours de la preuve 
de cet énoncé de préciser l'ordre auquel ces suites se stabilisent. 

Les propriétés de généricité et de semi-continuité des applications ip — > Mx,<p, 
p — > Hx,tp, et ip — y Nx,tp sont ensuite étudiées. 

Pour cela, soit i G N*, désignons par Al Xx \ l'ensemble des morphismes de K- 
algèbre locale de Ox,x - * ^{t}/(t) l+1 , et par II* : A(x,x) ~~ ^\x x) ^ e mor phisme 
induit par la surjection canonique de K{t} — y K{t}/(t) î+1 . Tout choix de système 
de coordonnées sur K n induit une identification de A^ Kn ^ avec K ni . Ordonnons 
ensuite, l'ensemble des suites d'entiers (resp. l'ensemble des suites de fonctions de 
N dans N) par l'ordre lexicographique. De même l'ensemble D(n + 1) des parties 
iV de N ra+1 satisfaisant N + N n+1 = N étant muni de son ordre total naturel (cf. 
section 2), on ordonne l'ensemble des suites d'éléments de V(n + 1) par l'ordre 
lexicographique. On a alors : 

Théorème 1.7 Soient (X, x) et i G N*. La fonction ip l — » N l x * est semi- 
continue supérieurement pour la topologie de Zariski sur A^ K „ y C'est à dire, 
pour toute sous-variété algébrique irréductible V de Al Kn y il existe V variété 
algébrique strictement incluse dans V telle que : 
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1) W, O^V-V',M x ^=N Xfil ; 

2) v^'ey- V, W e V, N x ^ < M xfii . 

Corollaire 1.8 Soient (X,x) et i € N*. existe une partition : 

î%3 = U s ^ 

l<j<h 

où Sij = Uij — Wij, Uij et Wij sont des sous-variétés algébriques de A^ Kn ^ et 
•M- l x i, T~C X ip % son ^ constantes sur Sij. De plus pour j ^ j' les valeurs de 

M l x < sur Sij et Siji sont distinctes. 

Les constructibles H l (A(x,x))i dont l'étude fut initiée par J. Nash (cf. [N]), 
portent donc une stratication naturelle, nous espérons que celle-ci pourra s'avérer 
utile à une meilleure compréhension de leurs géométries. 

Comme première illustration de l'utilité de ces stratifications, nous définissons 
les notions de strates principales et de partie principale d'ordre i de Aix,x) ( c -f- 
section 5, def. 5.1). Nous montrons comme conséquence élémentaire du théorème 
de semi-continuité comment le volume motivique de A^x,x) ( c -f- [p-Ll]) se réalise 
comme «limite »des parties principales (cf. th. 5.2). Nous traitons par cette 
technique quelques exemples. 

Notre exposé est organisé comme suit. La section 2 rappelle quelques résultats 
et techniques que nous utiliserons par la suite. Ceux-ci sont issus de [B-Ml], [B- 
M2], [Tl], [T2]. Nous rappelons aussi quelques notations et définitions concernant 
la théorie de l'intégration motivique. Le paragraphe 3 prouve le théorème 1.3. 
Notre schéma de preuve suit d'assez près celui de J.C. Tougeron dans le cas clas- 
sique [T3]. La démonstration du théorème 1.4 nécessitant quelques éléments sur 
la suite des multiplicités de Nash, les résultats et preuves concernant ces notions 
sont d'abord donnés dans la section 4. Les techniques de base proviennent du 
travail de E. Bierstone et P.D. Milman [B-Ml]. La section 5 présente les notions 
de «strates principales et de partie principale d'ordre i »de A<x,x) e * l eur rapport 
avec le volume motivique tel que défini dans [D-Ll]. Quelques exemples viennent 
illustrer cette technique. Le théorème 1.4 est démontré au paragraphe 6. L'exis- 
tence de désingularisation peut servir ici de substitut aux éléments provenant de 
la section 4. On perd alors en élémentarité mais aussi beaucoup d'informations 
concernant le diamètre des ouverts dont il est question dans l'énoncé 1.4. 

2 Rappels et notations 

Nous ferons un usage répété du résultat suivant. Nous l'appelerons par com- 
modité théorème des fonctions implicites de Tougeron (cf. [T2]). 
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Théorème 2.1 (J.C. Tougeron) Soient x = (xi,...,x n ), y = (y±, . . . , y p ), 
f = (fi, ■ ■ ■ , fq) G ^{x,y} q telle que /(0, 0) = 0. Soit I l'idéal engendré dans 
K{x} par les mineurs d'ordre q de la matrice jacobienne f y {x, 0) = ((dfi/dyj)(x, 0)), 
et soit V un idéal -propre de Si f(x,0) G ® q I 2 .I' , il existe y(x) G ® p I.I' 

tel que f(x,y(x)) = 0. 

Le résultat est aussi valable en formel et en C°°. 

Soit a = (ai, . . . , a n ) G N n , on notera : \a\ = «H Ya n . N n est totalement 

ordonné par l'ordre lexicographique sur les n + 1 upplets (\a\, a±, . . . , a n ). Si A 
est un anneau commutatif unitaire intègre, et / un élément non nul de -A[[X]] = 
. . . , J n ]], nous noterons par f{f) son exposant initial. C'est à dire si : 

Pour un idéal, I C A[LY]], on notera Ni le diagramme des exposants initiaux de 
/, i.e. : 

Nj = {a € N n \3g G / tel que u{g) = a}. 

On a : JVj + N n = TV/. Si N C N™ satisfait iV + N n = N, le lemme de Dickson 
assure l'existence d'une partie finie unique de N n , {a 1 , . . . ,a p }, telle que : 

N = Ui< i < p (a i + N n ) et a j <£ U^^a* + N n ) 

Les a % sont dits les sommets de N. L'ensemble V{n) des parties de W 1 stables par 
translations (i.e. satisfaisant N + N n = N) est totalement ordonné comme suit. 
Soit Ni,Nï G V(n). Pour chaque 2 = 1,2, soient Pf,k = 1, . . . , ij les sommets de 
iVj indexés dans l'ordre croissant. Après avoir éventuellement permuté Aq et AT 2 , 
il existe t G N tel que : /3f = 1 < A; < t et (1) h = t = t 2 ,(2) ii > t = t 2 ou 
bien (3) ti, t 2 > t et < /3 t 2 + i- Dans le cas (1), Aq = iV 2 . Dans les cas (2) et (3), 
Aq < A r 2 . Il revient au même de dire que la suite . . . , /3* 1 , oo, . . .) est stricte- 
ment plus petite que la suite (/? 2 , . . . , /3 2 2 , oo, . . .) pour l'ordre lexicographique, 
avec la convention (3 < oo pour tout [3 G N™. 

Si A/~ est un élément de T>(n), on notera iïjv la fonction de N dans N définie 
par : 

H N (k) = card{a G N n \a $ N et \a\ < k}. 

Soit I un idéal de K[[X]] et gi, . . . ,g p des éléments de / tels que v(gi), • • • , v(g p ) 
sont les sommets de N(I). Nous disons que g±, . . . ,g p est une base standard de 
/. Il existe par ailleurs une unique famille g\ , . . . , g p telle que : 

InMon(gi) = X? 

Supp(X^ - gi ) C N™ — N(I), VI < i < p, 
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où /?*,... , (3 P sont les sommets de N(I), Supp désigne le support d'un élément de 
K[[X]], InMon(f) = a v ^X v ^\ Une telle famille est appelée la base standard 
distinguée de I. Si : 

désigne la fonction de Hilbert-Samuel de I, on a : 

H T (k) = card{a £ff - N(I)\ \a\ < k} = H N(I) {k). 

Pour plus d'informations, nous renvoyons le lecteur à [B-M2]. Nous ferons par 
ailleurs un usage libre de la notion de transformé strict d'un idéal de K[LY]]. 
Rappelons simplement que si gi,...,g p est une base standard de /, alors leurs 
transformées strictes g[, . . . , g' p , par l'éclatement de centre l'origine engendrent le 
transformé strict /' de /. 



Dans le texte de l'article, nous considérons des anneaux de la forme ^4[[t,X]], 
X = (Xi, . . . ,X n ). Lorsque nous parlons de diagramme des exposants initiaux 
C N n+1 d'un idéal / de nous considérons toujours des multi-indices 

(ao, ai, ... , a n ) où le premier indice ao correspond toujours à la variable t. 

Si X est un espace analytique et ip G Ax, nous noterons par Bx,i(f) la boule : 
Bx,ii}P) = W G Ax/ V x {p, <fl) < e"*} = {p' G Ax/ ord(p - tp') > »}. 
Lorsque le contexte le permettra, nous omettrons l'indice X. 



Rappelons que l'on désigne par Ko(Vk) l'anneau de Grothendieck des K- 
variétés (i.e. les schémas réduits séparés de type fini sur K). Par définition Kq(Vk) 
est l'anneau engendré par les symboles [V], pour une K- variété V, modulo les 
relations : 

- [V] = [V], si V et V' sont K-isomorphes 

- [V] = [V] + [V - V], si V est fermé dans [V] 
. [V] x [V] = [V x K V']. 

La classe de la droite affine Aj^ sera notée L. Suivant les notations de Looijenga 
[Lo], Mk désignera l'anneau Ko(Vk)[L _1 ] (ce qui correspond à la notation Mi oc 
de [D-Ll]). Pour m G Z, on note F m Ai^ le sous-groupe engendré par les symboles 
[S]U où i — dimS > m. On notera Mk I e complété de Mk par rapport à cette 
filtration et Mk l'image de Mk par l'application naturelle de Mk dans Mk- 
Concernant les mesures motiviques de [D-Ll], nous adoptons la convention de 
[Lo], i.e. les mesures de Denef-Loeser sont multipliées par h d , d désignant la 
dimension de la variété ou du germe que l'on considère. 
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3 Inégalités de Lojasiewicz fibrées au niveau de l'es- 
pace des arcs 

Nous commençons d'abord par constater qu'il suffit d'obtenir le théorème 1.3, 
lorsque X et Y sont respectivement des ouverts Çl n et O p de K n et W. 

En effet, étant donné un point (x, y) G X x Y, il suffit d'établir l'existence 
de voisinages V x et V y et d'un a > tels que la propriété de 1.3 soit valide pour 
tout (0o, y?) G Ax,v x x Ay,v y - On peut par conséquent supposer que X et y sont 
des modèles locaux, X défini par fi, ■ ■ ■ , fk, analytiques sur un ouvert Q n , et 
que le morphisme F est induit par des fonctions analytiques Fi,...,F p sur Q n . 
Considérons alors le morphisme G : 

g ■. a n -> n p x K k 

x -> (.Fi(x), . . . ,F p (x), . . . , /fc(x)). 

Si le théorème 1.3 est valide pour le morphisme Q, il l'est pour T . En effet, 
si ip G >Ay C Aq p , considérons l'arc 9 = (</?, 0) G ^jj pXK t. On a pour tout 
<peA x c An n : 

2M^),<p)=2>n„ X K*(ÉW),0) 

v x {<i>,r- 1 (<p))=Vç ln (<i>,g- 1 (o)). 

Nous établissons maintenant 1.3 dans la situation citée plus haut. Nôtre schéma 
de démonstration suit, tout en l'adaptant à notre cas, celui de J.C. Tougeron 
[T3] . Pour cela désignons par O le faisceau des germes de fonctions K-analytiques 
sur Q n x Çl p et X C O un sous-faisceau cohérent d'idéaux. Nous utiliserons les 
notations suivantes : 

- V{X) l'espace analytique de zéros de X, i.e. V(2) = (\X\,(0/2)\\X\) où 
\X\ = Support(0/l) ; 

- V(X) = A V(I) ; 

- Soit <p g An p , V{^1) = {</> g MA{M g V(X)} ; 

- Si (xo,yo) G VL n x n p , on désignera par 2y X0jOT ) la fibre de X en (xo,yo) et 
par /i(x, y), . . . , / fco (x, y) un système de générateurs de X( X0)Î , ) ; 

- Si = (0i,...,0 a ) G Of, on pose : |0| = |0i| + ... + |0 S |, où |%| = e -° rd ^ . 

Le théorème 1.3 découle alors du résultat suivant, appliqué au sous-faisceau 
de O engendré par F\(x) — y±, . . . , F p (x) — y p , où F±, . . . , F p sont les composantes 
du morphisme F : Q n — > Q p . 

Théorème 3.1 Soient 1 C O et K, K' deux compacts comme précédemment. Il 
existe alors a > tel que : 
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M if G A(çi pjK '), V</>0 G ^(î2„,a-), 3C(0 O)¥ ,) > et un voisinage V^ de O safe- 
faisant : 

fco 

V0 G V^^l/i^^l > C {<htV) V{<t>, V(<p*ï)) a 

i=l 

où /i(x, y), . . . , A (x, y) engendrent %„(o) >¥ ,(o)) • 
Preuve : 

Pour prouver le résultat, il suffit de voir que pour un point (xo, yo) G O n x f2 p , 
il existe des voisinages V XQ , W yo de xq et i/o, et un a > tels que la propriété 
de 3.1 soit satisfaite pour (4>o,ip) G Av XQ x Aw yQ - Si (xo,yo) £ V(I), ceci est 
trivialement satisfait avec a = 0. Nous supposerons donc (xo,yo) = (0,0) G V(Z). 
Pour prouver l'assertion précédente, il suffit de voir que : 

(3.2) il existe un voisinage Vo de dans W et un a > satisfaisant : Vip G Av 
tel que (0, tp) G V(2), 3C^, > et un voisinage Vo de dans A(K n ,o) tel que : 

fc 

V^>G V ,J2\fi(<l>,<p)\ >C v V(<f>,V(<p*T)) a . 

i=l 

En effet supposons (3.2) prouvée pour tout faisceau cohérent d'idéaux. Partant 
d'un faisceau cohérent d'idéaux I engendré par f± (x, y), . . . , f ko (x, y) sur un voisi- 
nage de l'origine dans K n x W, on considère le faisceau d'idéaux J engendré sur 
un voisinage de l'origine dans W 1 x K n+P par : 

Gi(x,z,y) = fi(x + z,y), . . . ,G ko (x,z,y) = f ko (x + z,y). 

L'application de (3.2) à J fournit un voisinage Uq = Vq x Wq de dans K n+P = 
K n x W et un a > satisfaisant : 

(3.3) V(0o, <p) G A Uo = A Vo x A Wo tel que (0, cj) , <p) G V(J), 
3 C'(0 O)¥ ,) et un voisinage Vo de dans «4(k«,o) tels que : 

fc 

V G Vo, Y, \Gi(0, <fo,<p)\ > C^, v V(9,V((<h,<PTJ) a - 
1=1 

Soient alors <^ G .Ày et 0o G .Awb- Si (<f>o, <p) ^ V(X), posons : 

s = Min(ordfi(4> ,ip)) C^ (hip ) = e~ s et V^ = B(cf) ,e~ s ). 

On a alors : 

fco 

V V^, jl/i^^l >C (M >C (M ^,V( V *I)) a . 
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Si maintenant (<f>o,<p) G V(X), alors (O,0o,</?) G V(i7). D'où l'existence d'un 
voisinage Vo de dans .A(k«,o) e t d'une constante C(0 Ol¥ ,) comme dans (3.3). 
Posons : = 0o + Vo- Puisque : 

ko k 

^2\fi(<t>,<p)\ = 1^(0-00, <£o, 

z=l i=l 
P(0, V(^*J)) = 23(0 - 0o, V((0 O , <p)*J). 

On a : 

V0 G V 0o ,f; 1^(0^)1 > C {(htV) V((j>, V(<p*l)) a . 

i=l 

Ce qui est l'assertion désirée. Pour prouver (3.2) nous laissons le soin au lecteur 
de vérifier que celle-ci est équivalente à : 

(3.4) 3 Vq voisinage de dans IfC p et un a > satisfaisant : V ip G Ay tel que 
(0, if) G V(2), il existe a^, k v G N tels que l'implication suivante soit vérifiée : 

V i G N, V G *4(k™,o), {ord(4>) > k v et Mim<j<k ord(fj((f), ip)) > + ai) 

=^ (3 0' G ^ (K n i0) , 0' G V(y>*T) ei ord(0 - 0') > i). 

Nous allons à présent prouver (3.4) par récurrence descendante sur la hauteur 
de% )- 

Si hautÇLmm) = n + p, quitte à nous restreindre à un voisinage assez petit de 
(0, 0) dans K"xF, on a V(2) = (0, 0) et 3m G N* tel que : (x u . . . , x n , y u . . . , y p ) m C 
1(o,o)- P ar suite (3.4) est satisfaite avec a = m, ao = ko = 0. 

Soit maintenant X tel que haut(Xr 0j0 \) = r < n + p. Il existe un entier m 
et V l ,...,V s , des sous-faisceaux cohérents d'idéaux de O dans un voisinage de 
(0, 0) dans K n x K p tels que : 

Vj, 1 < j < s, 'P(oo) es * P rermer de hauteur > r; 
3mGN|( P| V j ) m ClC f] V j . 

Supposons que pour tout j, 1 < j < s, (3.4) soit satisfaite pour avec une 
constante ctj > 0. Il est alors aisé de vérifier que (3.4) est satisfaite pour I avec 
a = rn(J2 S j = iCtj). En effet, soit (0,(p) G V(X). Désignons par A^ l'ensemble 
(nécessairement non vide) : 

A v = O-e{l,...,*}|(0,v)GV(F>')}. 
Considérons aussi A v = {1, . . . , s} — A^. On note alors : 
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- 4 = ord{(0,ip)*V j ), si j G A„; 

- A:^, a^, les entiers associés à V 3 par (3.4), si j G A^. 

Soient alors : k v = Max(MaXj e ^a J ip , Maxjç^k^) et a v = m(Ylj=i a ¥>)- Si 
est tel que ord{4>) > k v et Mini<i<k ord{fi(4>, </?)) > a v + ai, il existe j G A v tel 
que ord(((j), (p)*V J ) > a 3 ^ + ayi. D'où l'assertion désirée pour X. 

Par suite, nous supposerons que X est tel que 2T(o,o) est premier de hauteur 
r < n + p. Soit maintenant J l'idéal des éléments de IfC{yi, . . . ,y p } nuls sur le 
germe en (0,0) de V(X) n (0 x K p ). On peut supposer J C 2T(o,o)- En effet, si 
ce n'était pas le cas, considérons h G J, h $ 2T(o,o)- Soit alors J le sous-faisceau 
cohérent d'idéaux de O engendré sur un voisinage de (0,0) par h et 2T(o,o)- On a 
alors haut(J(Qfl)) > r. 

Donc par hypothèse de récurrence, il existe un voisinage Vo de dans K p 
tel que (3.4) soit vérifiée pour J . On peut toujours supposer que h est nul sur 
V(X) fl (0 x V ). Mais alors pour <p G Av ■ 

- (0, (f) G ViX) (0, ip) G V(J) ; 

- V(v?*J) = V((^*.7), pour ip tel que (0, G V(X) ; 

- Vçi> G A(Kn fi ), V</3 G *4y tel que (0, tp) G V(J), 
Min 1 < j < ko {ord{f j {(j),ip)) = Min(ord(h(ip)),ord(fj(^,(p)), 1 < j < fe ). 

Il en résulte que (3.4) est aussi vérifiée pour 2" avec le même a > et le même 
Vo- Nous supposerons donc que J C 2T(o,o) et que cette inclusion est stricte (sans 
quoi (3.4) est triviale). On a alors le lemme suivant : 

Lemme 3.2 ( [T3], lemme 2.4) Supposons J Ç. 2T(o,o)- 5oii r — l la hauteur de 
l'idéal premier J . Après une éventuelle permutation sur les coordonnées x±, . . . , x n , 
il existe u±(x,y), . . . , ui(x, y) G 2T(o,o) ie/s gue : 

CÏUfc (x , î/) 

u(x,y) = dei( — ^ — )i<fc,j<i £^(o,o)- 

Puisque haut(J) = r — l et J est premier, il existe uj+i(y), . . . ,u r (y) G J tels qu' 
après une éventuelle permutation sur les coordonnées y\, . . . ,y p : 

v{y) = det( — )i<fc,j<r-i J- 



Par suite : 

(Jllh (ce ZI) 

v(y)u(x,y) = det( — — - — )i<k,j<r £2(o,o), 

OZj 



où Zj = Xj, 1 < j < l et Zj = yj-i, l + 1 < j < r. Par le critère jacobien des 
points simples, le localisé (C(o,o))x (0 0) est régulier de dimension r et son maximal 
est engendré par u\, . . . ,u r . Par conséquent, il existe w(x,y) G O(o,o)) \-^(o,o) tel 
que : w.X^o) C (ni, . . . , u r )O^ y 
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Soit A = u(x, y)v(y)w(x, y). Considérons maintenant J le sous-faisceau cohé- 
rent d'idéaux de O engendré par I et A sur un voisinage de dans I" x P, 
suffisamment petit pour que : 

A.ÎC (u 1: ...,u r ).0. 

Puisque haut(J/ 00 ) > r + 1, l'hypothèse de récurrence nous assure l'existence 
d'un voisinage Vq de dans W et d'un a > tel que (3.4) soit satisfaite pour 
J . Nous allons montrer que (3.4) est valide pour X avec le même voisinage Vq et 
avec (3 = Max(2a, 1). 

Soit ip G Av tel que (0, ip) G V(2). Deux cas peuvent se présenter : 

1 er cas : (0,<p)$V(J). 

Soit alors k v = ord(A(0,ip)) < +oo. Posons = 2k ip . Considérons alors, 
4> G -4(k™,o) tel que ord(<p) > k v et Mini<j<k ord(fj(4>, tp)) > a v + i. On a : 

- ord(A((f), <f)) = ord(A(Q,ip)) = k v , en particulier ord(u((f), p)) < k v ; 

- Mim<j< r ord(uj((f>,<p)) > Mini<j<k (ord(fj((f),p)) > 2fc v + i. 

Considérons alors les l éléments Ui(t, Z\, . . . , zi), . . . , Ui(t, z\, . . . , z{) de K{t, z\- 
. . . , z\ } suivants : 

Uj(t,Z!, ...,Zl)= Uj(<t>i(t) + Zi,.. .,(f>l(t) + Zi,(j)i +1 (t),. . . ,(f) n (t),f(t)),l <j<l. 

£7,(0,0) =0,1 < j <l. 
Alors : 



OU 

det(— (t,0))!<k,j<i = u((j)(t),ip(t)). 



Par suite : 



U j (t,0)=u j (<f>(t),<p(t)) G (det(^(t,0)) 2 .t i+1+2 ^- valu ^'^). 

Par conséquent le théorème des fonctions implicites de Tougeron donne l'existence 
de 0i,. . . ,0i E K{t} tels que : 



0j(t) G dct( ^ k (t, Q)) ^ty+ 1 + 2 ( k ^- valu ( ( t><^) (ty+l+k v +k ip -valu(4>,<p) ç- 

U j (t,0 1 (t),...,0 l (t)) = O,l<j<l. 

Posons alors 4>' = (0i + 0\ , . . . , 4> x + h 4> ï+1 , ...,4> n )- 
On a : 

ord((f>' - (f>) > i + k^ 
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Uj ((/>', tp) = 0, 1 < j < r (pour l + 1 < j < r, Uj((p' , ip) = Uj(ip) = 0). 

Il en découle que ord(A(<fi', tp)) = ord(A(<f), ip)) = k^, donc en particulier A(4>', ip) / 
0. 

Mais sur V C K n x K p , on a A.X C («i, . . . , u r ).0. Donc (0', € V(2T) et 
ord(cj) 1 — 4>) > i, ce que nous désirions. 

2 ieme cas : (0,<p) €V(J). 

Il existe alors fc^a^ G N tels que V0 G .A(K",o)> on &it : 

(ord(<fi) > k v et Min(ord(A((f),ip)), Mini<j<k ord(fj((f),ip))) > a^ + ai) 

=*> (3<f>' G ^ (K n iO) |ord(0' -4>)>i et G V(<7)) 

Soit alors G «4(k»,o) tel que : ord{4>) > k v et Mini<j<k (ord(fj((j),tp))) > 
2a lfi + 2ai 

Si ord(A((p,(p)) > a v + ai, il existe 0' G ^4(k™,o) avec ord{4> — 4>) > i et 
(</>', (p) G V(j7") C V(2T). Nous avons alors fini. On peut donc supposer que : 

ord(A((j), <p)) < a v + ai. 

Donc en particulier : ord(u((f>, tp)) < + ai. 

On procède alors comme dans le premier cas, en considérant le système 
d'équations implicites : 

U 3 (t, Z) = Uj (Mt) + ZI, ■ ■ ■ ,<Pl(t) + Zh<Pl+l(t), ■ ■ ■ ,Mt),<P(t)) = V, l<j<l- 

On a : 

r)TJ 

Uj(t,0) G (det(^(t,0)) 2 .t 2 ^ +ai -° rd( - u ^^ +1 ). 

OZj 

D'où l'existence de 9\, . . . , 0i G K{t} tels que : 

ord(6 s ) > + ai + 1 + (a^ + ai — ord(u(<p, (p))) > + ai + 1, , 1 < s < l, 

etU s {t,6 1 (t),...,0i(t)) = 0,l<s<l. 

Posons 0' = (^1+6*1, . . . , 4>i+9i, 4>i+i, 4> n ). On a : ord{A{(j> 1 ', y?)) = ord(A((j), ip)) 
< a v + ai. On conclut alors comme dans le premier cas. 

□ 
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4 Suite des multiplicités de Nash d'un espace analy- 
tique le long d'un arc 



Les notions de suite des mutiplicités de Nash (Resp. suite de Nash des fonc- 
tions de Hilbert-Samuel et suite de Nash des diagrammes des exposants initiaux) 
d'un espace analytique le long d'un arc ont été introduite dans la définition 1.5. 
Pour les notations employées, nous prions le lecteur de se reporter à l'introduc- 
tion. 

Le théorème 1.6 découle directement du résultat suivant. Celui-ci ne surprendra 
pas les " désingularisateurs" . On en trouve trace au moins dans le cas complexe, 
sous une forme un peu différente, dans [L-J-T] th. 2.13 p. 242. Nous donnons ici 
une preuve valable en réel et complexe, qui procède par réduction au cas hyper- 
surface. Cette preuve est nous semble-t-il plus effective que celle de [L-J-T]. 

Pour énoncer ce résultat, considérons un germe d'espace analytique (X, x) 
(IC n ,0), et ip e «4(k«,o) un arc non trivial. Nous notons par (C, 0) le germe 
de courbe image de (K, 0) par ip. Soit Hx,c la valeur générique de la fonction de 
Hilbert-Samuel de X le long de la courbe C. C'est donc la valeur commune des 
Hx,tp(t) pour t 7^ assez petit. 

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant : 



id 



Pi+1 



■(K,0)- 

fi 

(Bi,Oi)- 
(Xi,Oi) 



id 



(K,0) 



id 



id 



<Pi-i 



pi 



(Bi-i, Oj_i) 

ki-i 

(Xi-i, Oi-i] 



eti-i 



Pi-i 



«2 



P2 



-(X,0)- 
(Bi.Oi) 

ki 

(^i,Oi) 



id 



ai 



Pi 



-(K,0) 

fo 

(B ,O ) 

ko 

(X ,O ) 



ou : 



- (B , Oq) = (K n , 0) et (X , Oq) = (X, x) ; 

- ai est l'éclatement de Bj_i de centre 0\-\ ; 

- (fi relève (fi-i à travers ai, Oi = </?i(0) ; 

- Xi est le transformé strict de par aj, pi = ai/Xi et les fcj sont les 
plongements induits. 

Théorème 4.1 S'oii iîj = Hx u Oi la fonction de Hilbert-Samuel du germe (Xi, Oi). 
La suite Hi est décroissante et il existe ïq tel que Hi = Hx,c,Vi > io- En partic- 
ulier la suite des multiplicités m,i successives est décroissante et se stabilise à la 
multiplicité générique de X le long de C . Par suite, pour p G T^(x,o)> l es germes 
(Xi, Oi) sont lisses pour i > io- 

Avant de prouver 4.1, notons que celui-ci entraine 1.6. En effet, partant d'un 
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germe (X,x) et d'un arc ip G .A(K",o)> on applique 4.1 à Zo = (K , 0) x (X,x) et 
à l'arc IV Ceci fournit le point 2) de 1.6. Pour le point 1), il suffit de remarquer 
que la multiplicité de X en y est la même que celle de Zq en (t, y). 

Preuve de 4-1 '■ 

Démontrons d'abord le cas où (X, x) est un germe d'hypersurface à l'origine 
de W 1 . Dans ce cas, la fonction d'Hilbert-Samuel est entièrement déterminée par 
la multiplicité. Il s'agit donc de voir que la suite des multiplicités successives 
nii des pQ,Oj) tend vers m' , où m' est la multiplicité générique de X le long 
de (C, 0). Soit la multiplicité générique de pQ,Oj) le long de (Cj,Oj), où 
(Ci, Oi) = Im<fi. On a : 

i) m\ < mi par semi-continuité supérieure de la multiplicité. 

ii) m! i = m' Q car «j est un isomorphisme de Bi — a^ l (Oi-\) — > Bi — {Oj_i}. 

Donc m' Q < m-i pour tout ieN. 

D'autre part, soit / G . . . ,x n } = O n , un germe d'équation pour notre 

hypersurface. 



f(x,y)= E 



1 a 



, al dx a 



y 



Considérons, pour /c G N, Jfc l'idéal de O n engendré par les dérivées partielles 
91 g/i^ avec |a| < k. Alors : 

m{, = Min{k £ N/p*J k / 0}. 

Posons D = ordip* (J m ' o ) < +oo. On a alors : V i > D, rrii = m' . 

En effet, si cela n'était pas le cas, on aurait, compte-tenu de la décroissance 
de la suite des multiplicités (cas particulier du théorème de Bennett [B]) : 

(*) rrii > m' pour < i < D. 

Ceci est absurde, comme il va résulter du lemme suivant : 

Lemme 4.2 Soit i £ N, notons fi € O n , la i.ème transformée stricte de f , et 

, , , f ■ (x) 

pour fceN, considérons Ji^ l'idéal de O n engendré par les — dx a avec \a\ < k. 
Alors si k < mi, on a : 

ord (ip*Ji,k) >l+ord (ip* +1 J i+lik ). 

Appliquant successivement ceci, pour i variant de à D, avec k = m' , on aurait 
alors par (*) : 

ord (<p*J m < o ) > (D + 1) + ord (<p* D +i J D+i,m' )- 
Ce qui est absurde car ord (ip*J m ' Q ) = D. Il nous reste donc à prouver (4.2). 
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Preuve de 4-2 : 

On peut trouver un système de coordonnées et un isomorphisme local : 
u l+1 : (B i+1 ,O i+1 ) -> (K n ,0) 
tel que le germe d'éclatement 

a i+1 : (B i+1 ,O i+1 ) ~ (K n ,0) -> (^,0,) ~ (K n ,0) 
soit représenté par : 

(xi,X2, . . . ,x n ) -> (xi,xi(a 2 + x 2 ), • • • ,xi(a n + x n )), ^GK, i > 2. 
On a alors : 

fi(x 1 ,x 1 (a 2 + x 2 ), . . -,xi(a n + s„)) = x™ l u(xi, . . . , x n )f i+1 (xi, ...,x n ) 

où u est un inversible de O n . 

On vérifie par récurrence sur k < m,, que pour |a| < fc, on a : 

q\o\ j. 

t (xi,xi(a2 + x 2 ), ■ ■ ■ ,xi(a n + x n )) G Ji+i,fc. 
Composant ceci avec ifi + \ (écrite dans le système de coordonnées), on obtient : 
ord (<p*Ji,k) > (m; - k)ord (ipi) + ord (<p* + i J »+i,fc) > 1 + ord (9?* +1 J i+ i ife ) 

Ceci achève la preuve du cas où (X, 0) est un germe d'hyper surf ace. Notons dans 
ce cas que pour i > D, Xi est équimultiple le long de Ci = Imipi. □ 

Prouvons à présent le cas général. Soit Hx u d 1 & valeur générique de la fonction 
de Hilbert-Samuel de Xi le long de Ci = Imipi. 

Chaque induisant un isomorphisme de Bi — a~ 1 (Oj) sur — {0_i}, on 

a : 

i) la suite Hx^d est constante et égale à Hx,c ; 

ii) H i+1 = Hx i+1 ,o i+ i < Hi = H Xi ,Oi par le théorème de Bennett [B] ; 

iii) par semi-continuité de la fonction de Hilbert-Samuel (cf. [L-J-T]) : 

Hx,c = Hx,c t < Hi = H Xl ,Oi- 

Par conséquent, montrer qu'il existe iq tel que, Vî > Ïq on ait Hi = Hxc-, c'est 
montrer qu'il existe iç, tel que Mi > iq on ait Hi = Hx u d- Ce qui signifie qu'il 
s'agit de voir que (Ci, Oj) C (Si, Oj) où £j est la strate de Hilbert-Samuel de Xi 
passant par Oi i.e. : 

S i = {xeXi\Hx i , x = H Xi ,o i }. 
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Plongeons (Xj,Oj) dans (K™,0) et choisissons un système de coordonnées quel- 
conques, j/i, . . . , y n , à l'origine de K n . Ecrivons : 

VXi,Oi = — — • 
ai 

Si fi,i, ■ ■ ■ , fi :Pi désigne la base standard distinguée de a« dans ce système de 
coordonnées, on a : 

Avec Sij = {x € K n \m x (fij) = mo^fij)}, où m x désigne la multiplicité ou 
l'ordre au point x (cf. [B-M2] Th. 5.3.1 p.821). 

Notre problème revient donc à voir qu'il existe io, tel que pour tout i > 
io, on puisse trouver un système de coordonnées à l'origine de (K n ,0) tel que 
chaque élément de la base standard distinguée fij, avec 1 < j < pi, relative à 
ce système de coordonnées, soit équimultiple le long de Cj. Nous allons prouver 
cette affirmation. Puisque pour tout i : 

Hi + i < Hi, 

par le théorème de stabilisation 5.2.2 p. 820 de [B-M2], on obtient l'existence 
d'un io tel que \/i > io : 

Hi = Hi . 

Fixons un tel entier io, plongeons (Xi , Oi Q ) dans (K n , 0), et choisissons un système 
de coordonnées (à l'origine de K n ) (w, z) avec w = (w\, . . . , w n - r ), z = (z\, . . . , z r ) 
satisfaisant les conclusions du lemme 7.2 p. 828 de [B-M2] (des variables essen- 
tielles dans la terminologie de [B-M2]). 

Considérons maintenant fi ,i,---,fi , Pi , la base standard distinguée de di 
relativement à ce système de coordonnées, où Ox i{V o iQ = K ^' z ^ . D'après le 
théorème 7.3 p. 828 de [B-M2], il existe un système de coordonnées (w' , z') dans 
un voisinage de Oj +i = tel que : 

- si Oj +i C K{w ', z'} désigne le transformé strict de Oj (donc Ox iQ+1 ,o io+1 
~ ¥L{w', z'}/aj 0+ i), la base standard distinguée de Oj 0+ i est constituée par 
les transformées strictes fi +ij des fi j, 1 < j < Pi Q - 

- le système de coordonnées (w',z r ) satisfait les conclusions du lemme 7.2 
p.828 de [B-M2]. 

On peut donc itérer ce qui précède. D'après le cas hypersurface, au bout d'un 
nombre fini d'étapes D, les fi +k,j, 1 < i < Pi , k > D deviennent équimultiples 
le long de Ci 0+ k- Le théorème en résulte comme nous l'avons vu plus haut. □ 

Remarque 4.3 Soit <p G H(x,o)- Supposons que (^,0) soit réduit et équidimen- 
sionnel de dimension d. Soit I C O n tel que Ox,o = O n /I. Si J désigne l'idéal 
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engendré par I et tous les jacobiens d'ordre n — d des n — d upplets d'éléments de 
I , et si D = ord((p*(J)), on a (Xi, Oi) lisse pour i > D. Il suffit pour le constater 
de reprendre le calcul du lemme 1^.2. 

Le théorème 4.1 et la remarque 4.3 nous permettent de décrire une base 
de voisinage d'un élément de TZ(x,o)- Pour cela, plongeons (X, 0) dans (K™,0) 
et notons par d la dimension en de (X, 0). Soit z = (z 1 , z"), z' = (z±, . . . , z d ), 
z" = (zd+i, • • • > z n) un système de coordonnées à l'origine de K n . Pour tp G H(x,o)i 
notons comme prédemment : 

+oo 

if(t) = {p 1 {t),...,Vn(t)) = Y J A k-t k - 

k=l 

Soit £ G BKnjfr). Posons : £(t) = Efc=o A fc-** + ** r <(0(*). où r i(0 e ^(K»,o)- 
Notons : r t (0 = (r^),r" ( 0), r<(£) = (r^), • • • , r i>d (Ç)) G A^, r'\(0 = 

(ri,d+l (£)>••• > r i,ra(0) G ^(K«-d,0)- 

Corollaire 4.4 Soit ip(t) = Y^k=\Ak-t k , f G ^(x,o)- ^ existe z € N, ie/ çue 

Vi > io, après une éventuelle permutation des coordonnées dans K n , il existe des 
germes de fonctions analytiques nulles à l'origine dans K d+l , Uij(z',t), d+ 1 < 
j < n, tels que pour £ G B(K" on ait : 

e G Bx,i(<p) r»i(0(t) = (rj(0(t), *),-.. ,«n(rî(0W,*)) 

Preuve : 

Conservant les notations qui suivent (D2), on a £ G Bx,i{<p) si et seulement si 
l'arc t — » (t, rj(£)(t)) G -4(z',o)- H ne nous reste plus qu'à décrire A/z'.fi)- Fixons 
io de telle sorte que pour i > i$, (Z^O) soit lisse. Comme dimo(Z-, 0) = d + 1, 
celui-ci peut être défini par : 

(ZI, 0) = {(t, z) G (K , 0) x (K n , 0)|/ d+1 (t, z) = . . . = z) = 0}, 

où le rang en de la matrice jacobienne des /j, d + 1 < j < n, est n — d. Pour 
conclure, il nous suffit de voir, par le théorème des fonctions implicites ordinaires, 
qu'il existe id+i, • • • , i n G {1, . . . , n} tels que : 

<feÉ(!^)*fl<fc,i<n(0) + 0. 

Ceci est nécessairement satisfait. En effet, si cela n'était pas le cas, puisque le 
rang de la matrice jacobienne des fj est tout de même n — d, cela signifierait que 
l'on peut définir (après une éventuelle permutation des Zj) (Z-,0) comme : 

(Z[, 0) = {(t, z) G (K , 0) x (K n , 0)/t - ui(zi, . . . , z d+1 ) = z d+2 - u 2 (z u . . . , z d+1 ) 

= ... = z n - u n - d (zi, z d+ i) = 0} 
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avec Uj(0) = 0, 1 < j < n—det dui/dz\(0) = dui/dz2(0) = . . . = dui/dzd+i(0) = 
0. 

Mais ceci est absurde puisque l'arc t — ► (t,ri((p)(t)) est à valeurs dans (Z-,0). 
Or celui-ci ne peut satisfaire l'équation : 

t - ui{r iA ((p)(t), . . . ,r ijd+1 (ip)(t)) = 0, 

car ord(ui(ri(ip)) > 2. □ 

Remarque 4.5 1) Soit (p G Tl(x,o)- Fixons io satisfaisant les conditions de 4.4. 
Soit i > ïq, alors l'application 0j : 

esi un " isomorphisme analytique" puisque sa réciproque G^ 1 est donnée par : 

•4(K<*,o) -> B x ,i{y) 

où @~ 1 (a)(t) = (ai(t), . . . ,a rf (t),Ui id+ i(Q(t),t), . . . ,Uj in (a(t),t)). On peut d'au- 
tre part considérer que la notion naturelle de morphisme analytique entre A(x,o) 
et Aryfi) est celle des morphismes induits par les applications analytiques : 

(K , 0) x (X, 0) -» (K , 0) x (y, 0) 

(t,x) -» (t,a(t,x)). 

Pour ces raisons, il nous semble justifié de dire que de ce point de vue Ttrx,x) es ^ 
l'ensemble des points réguliers de A(x,x)- 

2) Si (X,0) est réduit et équidimensionnel, l'entier iç, est précisé par 4-3. 

3) Spécifier la dépendance des Uij(z',t) par rapport aux A^, k < i, est la 
notion de stabilité de [D-Ll]. Ceci découlera du théorème 4- 10. L'entier i$ de 4-3 
est plus précis que celui fourni par la preuve du lemme 4-1 de [D-LlJ. Il est utile 
de préciser cet entier ïq si on cherche à obtenir des informations précises sur la 
série de Poincaré considérée dans [D-LlJ. 

En général 7l(x,o) n'est pas dense dans Arx,o) comme le montre l'exemple 
suivant : 

Exemple 4.6 Considérons le germe en du parapluie de Whitney : 

(X, 0) = {( Zl ,z 2 , z 3 ) G (C 3 , 0)|s? - z 2 z 2 3 = 0} 

(Sing(X),0) = {( Zl ,z 2 ,z 3 ) G (C 3 ,0)|zi = z 3 = 0}. Soit l'arc <p, t -» (0,t,0). Il 
est facile de vérifier queVi > 1, Bx,i(<p) C A(Sing(x),o) - P ar conséquent Bx,i(<f)r\ 
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Cependant ce genre de pathologie peut toujours être évité par un changement de 
paramétrisation. Plus précisément on a : 

Lemme 4.7 Soient (X, 0) un germe d'espace analytique complexe réduit et (p G 
Arx,o)- Alors il existe un entier p G N* tel que, désignant par 9 l'arc t — » (p(t p ), 
on ait, V (Y, 0) sous-ensemble analytique propre de (X, 0) : 

Vi G N, B x ,i{9) n (A (X fl) - A (Y ,o)) + 0- 

Preuve : 

Fixons un représentant de (X, 0) dans un voisinage de assez petit. Soit alors 
Il : Z — » X, avec Z lisse dénombrable à l'infini, IT propre et surjectif (un tel 
II existe en vertu des résultats sur la désingularisation) . Soit maintenant C la 
courbe image de ip. Posons A' = n _1 (C). Considérons la décomposition de A' 
en composantes irréductibles A' = U a& AA' a (A est dénombrable). Pour chaque 
a G A, puisque II est propre, 11(^4^) est un sous-ensemble analytique irréductible 
inclus dans C. C'est donc un point ou C tout entier. Comme A est dénombrable, 
il existe a tel que H(A' a ) = C. Fixons un tel a, disons a = 1. n _1 (0) nA[ est un 
sous-ensemble analytique de A[ tel que pour tout p G A' 1: dim p n _1 (0) n A[ < 
dinipA^. Soit p G II _1 (0) (~l A^, considérons un arc p : (C,0) — > (A±,p) tel que 
p G A(a[, p ) — -^(n- 1 (o)nA' 1 ,p)- O n peut supposer que p définit la normalisation de 
son image (Cq,p). On a alors un diagramme commutatif induit par II : 



(C ,P) 



(C,0) 



(C,0) 



(C,0) 



(<C,0) 



où ip = n o a, n est est la normalisation de (C, 0), II le relèvement de II à 
la normalisation. Par un choix convenable de coordonnée dans le (C, 0) source 
de n, on peut écrire Il(t) = t p . Ainsi H(p(t)) = n(t p ). Ecrivons maintenant 
o(t) = t k u{t), u(0) + 0. Puis soit a G 0\ tel que a{t) p = u{t p ). On a : 

<p(f) = n{t kp u{t p )) = n{{t k a{t)) p ) = U(p(ta(t))). 

Si p désigne l'arc t — > p{ta{t)) G A(z,p), on a donc H(p(t)) = p{i p ) = 0(t). Soit 
maintenant (1", 0) un sous-ensemble analytique propre de (X, 0). Notons 1"' = 
II _1 (y), est un sous-ensemble analytique propre de (Z,p). Soit i G N, il 

existe en vertu du lemme 4.9 ci-dessous £ G Bz,i(p) tel que £ G" A(y', p )- Par suite 
l'arc Ç = Iï(£) G et ^ (y>0) . □ 



Remarque 4.8 Le lemme 4-7 ne sera pas utilisé par la suite. C'est le seul en- 
droit où nous utilisons l'existence de désingularisation. Il a été motivé par une 
affirmation dans l'article de J. Becker référencé dans [15]. 
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Le lemme 4.9 est une version effective du second point du lemme 1.4 de [T4]. 
Cette effectivité sera utilisée à la section suivante. 

Lemme 4.9 Soient ip G *4(k™,o) i G N. Pour f G K[[Xi, . . . , X n ]], f ^ on 
a : 

m (f) < Min eeBKn .^ord(f o 9) < m (f)(i + 1) 
où mo(/) désigne la multiplicité ou l'ordre de f. 
Preuve : 

Soient <p G >A(k™,0) et i G N. Pour prouver 4.9, on peut supposer ord(tp) < i. 
En effet sinon, soit (a±, . . . ,a n ) ne figurant pas dans les zéros de la forme initiale 
de /. Alors l'arc t — > 6(t) = (ait t+1 , . . . , a n f +1 ) est dans Sp^^) et ord(f o 9) = 
mo(f)(i + 1). Nous supposerons donc ord(ip) < i. On peut par ailleurs supposer 
que / G O n . Soit (Zo,0) = (K , 0) x (X,x), où (X,x) est le germe défini par 
/. Posons : f G K{t,X}, f = f - Puis soit fj(t,x) G O n+ i = K{t,X}, la 
transformée stricte de fj-i par LT^ (les notations sont celles de (D2)). Un calcul 
élémentaire en coordonnées locales montre que : 

i 

£mo(/o)+mo(/i)+...+mo(/;-i)y.^ X ) = f A k t k + f X) 

k=l 

pour (t, X) voisin de (0,0). 

Soit alors un point (l,a±, . . . ,a n ) qui n'est pas dans les zéros de la forme 
initiale de fi. On a alors : 

i 

r o(/o)+mo(/i)+...+m (/ i _ 1 ) ^ _ ^ ^ = ^fc + ^+1^4) 

k=l 

avec ^4 = (ai, ... , a n ). D'où : 

j 

ord(/(J] A k t k + ? +1 A)) = m (/o) + m (/i) + . . . + mo(/i-i) + mo(/i). 
fe=i 

Or c'est un cas extrêmement simple (vérifiable à la "main") du théorème de 
Benett [B] de voir que : 

m (fi) < m (/i_i) < • • • < m (/o). 

Par suite ord(/(£; =1 + ^ m o(/)(* + !)■ □ 

Nous allons à présent prouver le théorème de semi-continuité 1.7. 
Preuve de 1.7. : 
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Considérons une sous- variété algébrique affine irréductible V C K l . Notons 
K[V] la K-algèbre de type fini qui la définit. Soient Fi(t, X), . . . , F s (t, X) des 
éléments de K[Fp,X]]. Posons : 

Fj(t,x) = <,J ai X a , <« G K[V]. 

Soient R = Y^j=i ^[V] [[t, X]]Fj(t, X) et N{R) le diagramme des exposants initi- 
aux de R. Pour chaque v G V, il y a un morphisme "d'évaluation des coefficients 
en v" : 

K[V][[t,X]]^K[[t,X]} 
F(t,X)^F(v,t,X) 
où si F(t, x) = E ai eN,aeN™ a a ua t ai X a , a aua G K[V], 

F(v,t,x)= a aua (v)t a ^X a , a aua (v) € K. 

aieN,oeN n 

On notera par R v l'idéal de K[[t, X]] engendré par les Fj(v,t,X) et par N(R V ) 
son diagramme des exposants initiaux. On a alors : 

Lemme 4.10 Sous les notations précédentes : 

1) Vv eV, N(R) < N(Ry); 

2) Il existe V sous-variété algébrique propre de V telle que : 

- Vu G V - V, N(R) = N(R V ) ; 

- pour tout sommet (5 de N(R), il existe G G R tel que v(G) = (3 et \/v G 
V -V, u(G(v,t,X))=u(G) = (3. 

Preuve : 

Il suffit de répéter dans nos notations la preuve des lemmes 7.1 et 7.2 de E. 
Bierstone et P.D. Milman dans [B-Ml]. 

Lemme 4.11 Soient i G N* et V une sous-variété algébrique irréductible de 

une sous-variété propre V de V telle que : 

1) V, 9 i eV — V, H x ^=H xdi ; 

2) P€V-V, M x \^=M x \ Bl . 

Preuve : 

Nous tentons d'abord d'alléger les notations. Soit (p l un élément de A) Kn ) > 
c'est donc un morphisme de K-algèbres locales de . . . , X n }^ K{t}/(t) î+1 . 

La donnée de ip l est donc équivalente à la donnée d'un élément : 

i 

<p l = ^A k t k , avec A k G K n . 
k=i 
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Les notations étant celles de (D\) et (D2), nous noterons par H AJ = Ha 1 ,...,a v 
A> = {Ai, . . . ,Aj), la fonction de Hilbert-Samuel de (Zj,0). C'est donc la fonc- 
tion de Hilbert-Samuel de l'anneau local X}/Ij ^ ■ Dans ces notations, la 
suite 7ï l x i est la suite {Hq, Ha 1 , ■ ■ ■ , HA 1 ,...,A i ), où Hq est la fonction de Hilbert- 
Samuel de {Z' Q ,0) = (K,0) x (X,0). Soit j, 1 < j < i. Désignons par Vj 
l'adhérence de Zariski de Pj{V) C K 71 - 7 , où Pj : K m — > K™-? désigne la projec- 
tion oublie des n{i — j) derniers termes. Vj est donc une sous- variété irréductible 
de K^. Considérons maintenant une base standard, fi{X), . . . , f Po {X) G K[[X]] 
de Io, où Io est l'idéal définissant Ox,o comme K{X}/Iq. Puis posons : 

F k ,o(t, X) = f k {X) G K[[X}}, l<k<p . 

Soit alors : 

F k ,i(t,X) = ^^ÉlNPliH k < po- 

Prenant la classe des coefficients des F kj i dans IK[Vi], on obtient des éléments 
F~k,i{t,X) G K[Vi][[t, A]]. On notera Ri l'idéal de K[Vi][[t,X]] engendré par les 
Fk t i{t,X) et soit N{Ri) son diagramme des exposants initiaux. Désignons par 
Pi : i, ■ ■ ■ , P pi ,i les sommets de N{Ri). D'après le lemme précédent il existe une 
sous- variété propre V[ de V\ et des éléments G?i ; i, . . . , G pii i G Ri C K[Vî][[i, X]] 
tels que : 

- MA 1 G Vi — F/, JV(fli) = iV(12 M i) ; 

- M A 1 G Vi - F/, Vfc, 1 < k < P i, p kjl = i/(G M ) = i/(G M (A\ 
Posons ensuite : 

Prenant la classe des coefficients des i 7 ^ dans IKfV-j], on obtient des éléments 
F_k,2{t,X) G K[y 2 ][[i,^]]- On notera R 2 l'idéal de K[y 2 ][[t, A]] engendré par les 
Fk,2(t,X) et soit N{R 2 ) son diagramme des exposants initiaux. Désignons par 
Pi,2, ■ ■ ■ ; /3p 2 ,2 les sommets de N{R 2 ). A nouveau le lemme 4.f0 assure l'exis- 
tence d'une sous-variété propre V 2 de V 2 et d'éléments Gi )2 , . . . , G P2)2 G R 2 C 
K[V2][[t,X]] tels que : 

- VA 2 = {Ai, A 2 ) G V2 - Vg, A(iî 2 ) = N{R 2A 2) ; 

- VA 2 = {Ai,A 2 ) G y 2 -y 2 ',VA;,l < k<p 2 ,(3 k , 2 =v{G k , 2 )=v{G k , 2 {A 2 ,t,X)). 

On continue le procédé par récurrence. Soit j < i. Ayant déterminé une sous- 
variété propre Vj de Vj et des éléments F kt j{t,X) G lK[Vj][[i, X]], 1 < k < Pj-i, 
engendrant un idéal Rj, il existe des éléments Gij, . . . , G Pj j G Rj C K[V}][[t, X]] 
tels que : 

- VA' = (A l5 . . . , A,-) G Vj - Vj, N{Rj) = N{R j>Aj ) ; 

- VA' = {Ai,..., Aj) G Vj-Vj, Vk,l < k < Pj , kJ = u{G kJ ) = v(G kJ (A> ,t, X)), 
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où les Pk,j sont les sommets de N(Rj). 
On pose alors : 

F kJ+1 (t,X) = GkÀt f^^ X)) € K[ Vj ][Y j+1 }[[t,X]], l<k< Pr 

On note F k j + i(t, X) 1 < k < pj, les éléments de K[Vj + i][[i, X]] obtenus en 
prenant les classes des coefficients. Soient Rj+i l'idéal de K[Vj+i][[i, X}] engendré 
par les F k j + i(t, X) et N(Rj + i) son diagramme des exposants initiaux. Le lemme 
4.10 assure l'existence d'éléments G k j+\ G Rj+i, 1 < k < pj+\ et d'une sous- 
variété prorpre V- de Vj tels que : 

- VA^ 1 = (A,, . . .,A j+1 ) G V j+1 - Vj +1 , N(R j+1 ) = N(R j+liAj+1 ) ; 

- = (Ai, . . . ,Aj +1 ) G V j+1 - V! +1 , Vfc, 1 < k < Pj+1 , p kJ+1 = 
u(G w )=u(G Kj+l (A j+ \t,X)), 

où les Pk,j+i sont les sommets de N(Rj + \). 
On pose alors : 

v' = \J ((^xK n ^)ny)). 

l<j<i 

Alors V' est une sous- variété propre de V. Soient alors A 1 = (Ai, . . . ,Aj) (resp. 
B l = (Bi, . . . , B,j)) G V — V . Puisque le diagramme des exposants initiaux 
détermine la fonction de Hilbert-Samuel, il nous suffit pour conclure de voir que : 

N(I jiAj ) = N(I jiBj ), \ <j<i. 

Pour cela du fait que les F k0 sont une base standard de Iq, leurs transformées 
strictes engendrent I 1A i pour tout A 1 G V\. Par conséquent pour tout A 1 G 
Vii A, A 1 es t engendré par les F k ^(A l ,t,X), 1 < k < p$. Maintenant si A 1 G 
V\ — V{, par construction même les G k: i(A 1 , t, X) sont une base standard de 
I 1Al = R 1A i. Par suite N(I ljA i) = N(I hB i) = N(R^ et donc H A i = H B i. 
De plus, les transformées strictes des G kj i(A 1 ,t,X) engendrent I 2 ,a 1: a 2 , VAi G 
V\ — V[,A 2 G K n . Par conséquent les F k:2 (A±, Ai, t, X), 1 < k < p\, engendrent 
h,A u A 2 , y A 1 EV\ — V{, A 2 G K n . Par suite, V^i G Vi - V(, A 2 G K n , R 2 , Al ,A 2 = 
h,A lt A 2 - P ar conséquent : 

N(h,A u A 2 ) = N(h, Bl ,B 2 ) = N(R 2 ), et H Al ,A 2 = H Bi ,b 2 - 

Par construction, V(A±, A 2 ) G V 2 — V 2 , les G ki2 (A\, A 2 ,t, X) sont une base stan- 
dard de I 2j A lt A 2 - Leurs transformées strictes engendrent donc ^3^3, Wl 3 G (V 2 — 
V 2 r ) x K n . Par suite, les F k , 3 (A 3 , t, X) engendrent I 3A z, VA 3 G '(V 2 - V 2 r ) x K". 
Donc VA 3 G V 3 - Vi, N(I 3 ' A3 ) = N(R 3 ) = N(R 3tA s).' D'où : 

H A 3 = H B 3 . 

On continue ainsi par récurrence jusqu'à l'ordre i. Notons que pour tout <p l G 
V - V' , 

rtx tVi = (N(h, Al ), N(I hA ,)) = (N(R 1 ), . . . , N(R l )) 
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Lemme 4.12 Soient i G N* et V une sous-variété algébrique irréductible de 
^| K „ q-j = K™. Soit V' comme dans le lemme 4.. 11. On a : 

Vv'eV-V, W g V, M x ^ < My. 



Preuve : 

On procède par récurrence sur i. Pour i = 1, la propriété résulte du lemme 
4.10 puisque pour tout Ai G V, h,Ai = Ri,Ai- Nous supposerons donc i > 1 et la 
propriété établie pour i — 1. Pour établir la propriété au rang i, on raisonne par 
récurrence sur m la dimension de V. Si m = 0, le résultat est évident. On peut 
donc supposer m > et la propriété établie pour toute sous-variété irréductible 
de K m de dimension < m — 1. Soient F, F' comme dans 4.11. Considérons la 
décomposition en composantes irréductibles de V' : 



v'= |J y". 



l<Z<t 

Le lemme 4.11 fournit pour chaque l une sous- variété propre V" 1 telle que : 

V </, V r G - V" 1 , M^n = M l Xfill . 
Notre hypothèse de récurrence sur la dimension nous dit que : 

v <p H g v n - v" 1 , v e H g v" 1 , jVx :V ,h < J^ Xt0 H. 

Par conséquent pour établir la proprité au rang i, on peut supposer que V est 
irréductible et qu'il existe une sous- variété propre V" de V' comme dans 4.11. Il 
s'agit alors de voir que : 

V i P i g V - V, V & g V - V", M x ^ < M xfii . 

Maintenant par hypothèse de récurrence sur i, notant </? î_1 et 6* î_1 les tronqués 
à l'ordre i — 1 de (p l et 6\ on a : 

Si 1' inégalité ci-dessus est stricte, par définition de l'ordre lexicographique on a 
alors aussi une inégalité stricte au rang i. On peut donc supposer que : 

La preuve du lemme 4.11, appliquée à V', nous dit qu'il existe des sous- variétés 
propres V" j de Vj, 1 < j < i, des éléments F' k j G X[V^][[t, X}], 1 < k < p'j_ v 
engendrant un idéal Rj dont le diagramme des exposants initiaux est noté N(Rj), 
et des éléments G' k ■ G Rj tels que : 
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- W = (B u . . . , Bj) G V! - V"j, N(R>) = N(Bf j Bj ) ; 

- V# = (B 1 ,...,B j ) G ^(G' fej .) = v(G' Kj (Bi,t,X)), 1 < fc < pj, 
où les sont les sommets de N(R'j). 

On a de plus : 

G'u At,t(Y i+1 + X)) 
Ki+ifrX) = ^ ^y^, - G K[^][Y j+1 ][[i,X]]. 

Dont les classes donnent les F k j +1 G K[V^' +1 ][[f,X]]. Par hypothèse, on &p'j_ 1 = 
Pj-i et f3' k ■ = 0k j, j < Pour conclure il suffit d'établir la propriété suivante : 

Sous-Lemme 4.13 

// existe des éléments F ki G K[V][[t,X]], 1 < k < Pi-i, tels que : 

1) L'idéal de K[[i, X]] engendré par les F' k AB\, •••> Bi,t, X) est le même que 
celui engendré par lesF ki (Bu ■ ■ ■ , B i: t, X), MB 1 = (Bu . . . , BJ G V'-W", 
où W" est une sous-variété propre de V ; 

2) F' k .(Au • • • , Ai-i,Ai, t, X) G Ii^.Ai-uAi, V A* = (Au . . . ,AJ G V. 

En effet supposons (4.13) établie. Notons Ri l'idéal de K[V][[i, -X]] engendré 
par les F ki et par N(RJ son diagramme des exposants initiaux. Par le second 

point de (4.13), on a pour tout A i G V, R i Ai C I ijA i. Donc N(I ijA i) < N(R^ Ai ). 
Maintenant par le lemme 4.10, il existe une sous variété propre W de V telle 
que VA* G V - W, N(R i>Ai ) = N(Ri). Par irréductibilité de V, V U W Ç V. 
Considérant un point A % G V — (V U W) on a donc : 

N(Ri) = N(I i:Ai ) < N(R ijAi ) = N(R l ) 

Maintenant par le premier point de (4.13), considérons un point B l de V — (V" U 
W") (qui est nécessairement non vide par irréductibilité de V), on a : 

N(R>) = N(I hB ,) = N(R hBl ). 

Par suite par le lemme 4.10, N(Ri) < N(R' i ). D'où N(RJ < N(R' i ), ce que nous 
cherchions à démontrer . Il nous reste donc à prouver (4.13). 

Nous allons à nouveau procéder par récurrence sur i. Les notations étant celles 
de la preuve du lemme 4.11 on a : 

F kA (t,X) = Fkfii ^Z)\ X)) G K iYiW,X]},l < k< P0 . 

Les F kl sont les classes dans K[V{\ [[t,X]] des F k>1 . Posons : F k l (t, X) = F kA (t,X) G 

K[Vi][[t, X]]. (4.13) est alors claire pour i = 1. D'autre part, il existe des Xj\ x G 
K^'p,*]] tels que : 

PO 

G , kA = Y,Ki' F [i^nvmt,x}}. 
i=i 
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Posons : 

PO 

1=1 

où les U kl représentent les u\ t Nous allons construire des G' k 1 G K[Vi][[i, X]], 
1 < k < pi , tels que : 

- G'k ,i £ Ri ; 

- u(Ù' Kl ) = /? M ; 

- V Bi £V{-V\,v(G' kl (B 1 ,t,X))=»(G kl (B 1 ,t,X))=(3 k>1 -, 

- VBi G — G" fel (5i,t,X) = G' fcl (5i,t,X) modulo un élément de 
K*. 

On procède par récurrence sur k. On a d'abord : 

v(G n 1 , 1 )<v(G' 1A ) = p 1A . 

Mais G iV(fli). Donc i/(G"i,i) > /?i,i. Par suite K G "i,i) = v(G' 1}1 ). 

Posons G[ 1 = G" i t i G K[Vi][[t, X]]. Soit k, 1 < k < p±, supposons avoir con- 
struit G'n, . . . ,G' kl G K[Vi][[t, X]] satisfaisant les propriétés ci-dessus. On a : 
KG"fc+i,ï) < "(Gfc+i,i) = Pk+i,i- Mais i/(G" fc+ i,i) G N(Ri). Donc : 

KGffc+i,!) G U fc+ i< s < Pl (/3 s ,i +N n+1 ), 

ou bien 

^(C'fe+i,!) GUi< s < fc (/3 s ,i + N n+1 ). 

Dans le premier cas on a v(G" k+ \ i) > /3fc+i,i et donc ^(G"^! i) = /3fc+i,i • On 
pose alors G' fc+1 1 = G"k+i,i- Dans le second cas si u(G" k+i,i) < v(G' k+l 1 ), on 
écrit : 

v{G" k+1A ) = A,i + 7, avec 1 < l < k et 7 G N n+1 . 
On considère alors : 

Où 7 = (71,7') et g'p^niYi) est le coefficient dans le développement de G\ 1 
correspondant au monôme i^.MX^ 1 avec (3^\ = e * 5" A 1+7,^+1,1(^1) 

est celui correspondant au monôme 

x^'.i +7 ' dans le développement de 

G"fc + i i. On a alors : 

(**) < KGr + i,i) < HG' k+hl ) = A+1+. 

De plus : 

- V B x G V{ - V\, G^ + i,i(-Bi,*,X) = Gj H . ljl (.Bi,t,.X') à la multiplication 
près par un élément de K* ; 
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- V B 1 e V{ - V"i, v(G'l' +lil (Bi,t,X)) = ; 

- G k+i,i G ^i- 

On recommence alors le même raisonnement avec G k+1 1 au lieu de G' k 1 . Puisque 
la première inégalité de (**) est stricte, au bout d'un nombre fini d'étapes, on 
aura construit un élément G' k+1 1 G K[Vî][[t, X]] possédant les propriétés désirées. 

Maintenant ayant construit G" 1)1; . . . , G' pil , on pose : 

G'(t,t(Y 2 + X)) 
F^ 2 (t,X) = Ml ^_ ^ g K^l^lHt, JC]], 1 < fc < Pi, 

et on note encore F' k 2 les éléments de K[Vy [[t, X]] obtenus en prenant la classe des 

coefficients dans K[V^]. Par construction même F k 2 (B\, B 2 ,t, X) et F k2 (Bi, B 2 ,t, X) 
diffèrent au plus multiplicativement d'une constante non nulle pour tout (B\,B 2 ) 
G V 2 — V" 2 . Le premier point de (4.13) en découle pour i = 2. Concernant le sec- 
ond point, pour tout Ai G V\, G' k G R\,Ai = Donc pour tout A2 
G ïï€ n , leurs transformées strictes : 

t |i/(Gj kil (i4i,t ) A-))| 
sont des éléments de I 2 ,A lt A 2 - Mais : 

H& Kl {Aut,X))\ > \u(G' kA (t,X))\ = |/3 M |. 

Donc les 2 (^1j ^2, i, -X') sont des multiples de ces transformées strictes et sont 
par suite des éléments de I 2 ,Ai,A2- Donc (4.13) est établie pour i = 2. 

Maintenant pour passer du rang i — 1 au rang i, on raisonne exactement 
comme nous venons de le faire pour le passage du rang 1 au rang 2. On considère 
l'idéal Ri-i de K[Vi_i][[t, X]] engendré par les F ki _ l , ainsi que l'idéal R\_\ de 
IC[T^ / _ 1 ][[t,X]] engendré par les classes des F ki _ l . On applique le lemme 4.10 à 

R' _ x , ce qui fournit des éléments G' k i _ l analogues des G' k 1 . Ceux-ci permettent 
de construire par le même procédé que dans le passage du rang 1 au rang 2 des 
G' k i _ x G K[Vi_i] [[*,*]], 1 < k < m-!, tels que : 
u(G' k ._ 1 )=(3 k , i _ 1 ; 

- u ( G k,i-i( B ii ■ ■ ■ > B i-ut,X)) = Pk,i-i Pour tout dans un 
ouvert de Zariski non vide de ; 

- . . . ,Bi_i,t,X) = G / fe i _ 1 (Bi, . . . ,Bi_i,t,X) à la multiplication 
près par un élément de K*, pour tout (B±, . . . , £?i_i) dans un ouvert de 
Zariski non vide de V i '_ 1 ; 

- G 'k,i-i e R i-i- 

Ceux-ci permettent de définir les F' k i par la formule : 

G'u ■ AtMYi + X)) 
F^(t,X) = fc,t " 1 ^;^_ l| e K[VMt,X]],l< k < Pi—i- 
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On vérifie alors les propriétés de (4.13) comme plus haut. 



□ 



Pour finir la preuve du théorème de semi-continuité, il nous suffît de dire que 
celui-ci résulte des lemmes 4.11 et 4.12. □ 

Preuve de 1.8 : 

La semi-continuité pour la topologie de Zariski d'une fonction T % de Aï K „ \ 
dans un ensemble ordonné A entraine que pour tout A G A l'ensemble : 

S\ = W g A\ Knfi) \F{v l )>\} 

est une sous- variété algébrique de A 1 ^ y D'autre part d'après le théorème de 
semi-continuité (p l — > M x » ne prend qu'un nombre fini de valeurs Mij, 1 < j < k, 
sur IL (A(x,x) ) • On pose alors : 

Uij = {tf G WÂ{x^))Wx^ > Mj} et W id = Uj^jUij. 

Les propriétés de 1.8 sont alors claires puisque le diagramme des exposants initi- 
aux détermine la fonction de Hilbert-Samuel ainsi que la multiplicité. □ 

Remarque 4.14 1) Il est naturel de se demander aussi si les fonctions (p % — ► 
Ai l x ^ et ip % — ► Ti-Xipi son t semi- continues supérieurement pour la topologie de 
Zariski sur au moins le cas pour les hypersurfaces. Cependant 

l'auteur n'a pas réussi pour le moment à le prouver dans le cas général. 

2) On peut raffiner la partition Sij ci-dessus en écrivant Sij = Ui<fc<^ . Uijk— 
Wij t k, où Uij t k & ^i,j,k sont des variétés algébriques. De telle sorte que pour 
chaque k, il existe des Fkj(t, X) € R(Uij t k, Wij t k)[[t, X]], R(Uij t k, désignant 
les fonctions régulières sur Ui j k à pôles dans Wij t k, telles que\/A l G Uijk — Wi j t k 
les Fkj(A l , t, X) soient la base standard distinguée de ij ^». 

5 Strates Principales et volume motivique 

Soient (X, x) un germe de K-espace analytique et i > 1 un entier. D'après les 
résultats de la section précédente, on dispose d'une partition : 

K ni = |J S hl 
i<i<ki 
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où les Sij sont des sous-ensembles constructibles de K m tels que : 

- sur chaque S^/, M x » = (-/V », . . . , N iip i) est constante égale &Af x t = (JVq, ... ,Nj) 

Par voie de conséquences M-x^ e * • son ^ cons taiites sur chaque S 1 ^. On 
notera respectivement M. x l = (m l , . . . , m\) et z = (H l , . . . , iî?) la valeur de 
ces constantes. 

Définition 5.1 Soient (X, x) un germe de K-espace analytique eti > 1 un entier 
donné. On dit qu'une strate Sij de la statification de K ni par les suites de Nash 
des diagrammes des exposants initiaux est principale si et seulement si : 

1) VmeN, (m,0,...,0) g N\ 

2) m\ = 1 

On appelle i teme partie principale de la stratification de A(x,x) P ar ^ es suites de 
Nash des diagrammes initiaux et on note P[xx) ^ a réunion (disjointe) des Sij qui 
sont des strates principales. 

Soient m G N, a = (ao, ai, . . . , a n ) € N n+1 tels que \a\ = m. On a a < 
(m, 0, . . . , 0). Ainsi pour / G K[[t, X]], dire que son exposant initial v{f) est 
égal à (m, 0, . . . , 0) équivaut à dire que sa forme initiale In{f) vaut a m t m avec 
a m ^ 0. Par conséquent dire qu'un multi-indice (m, . . . , 0) figure dans le dia- 
gramme des exposants initiaux de l i A % pour un point A % de K m équivaut à dire 
que t m appartient à l'idéal initial Inil^ j^i) de ij A i. Si K = C, l'existence d'un tel 
m équivaut au fait que le réduit du cône tangent de (Z^,0), noté (C(Z-, 0)) re d, 
est inclus dans {t = 0} (cette dernière équation est celle du diviseur exeption- 
nel par la suite déclatements définie par A 1 ). La seconde condition correspond 
évidemment au fait que [Z^, 0) est lisse. Ces deux remarques montrent en partic- 
ulier que lorsque K = C, P\x x ) es ^ indépendant du système de coordonées choisi 
sur T. 

Théorème 5.2 

Soit (X, x) un germe de K-espace analytique K-réduit et equidimensionel de di- 
mension d. 

1) La suite [P^ x x ^]L~ dl converge vers une limite non nulle dans Mk- 

2) La suite [H l (A(x,x))]^ , ~ dl — [P?x x)$ u ~ dl conver 9 e vers zero dans Mk- Ainsi : 

Lim i ^ +OQ {P i (x ^\L- dl = Lim^+^iA^x))]^ 

Par conséquent 

Li mi ^ +00 [Pi XyX) ]]L- di = n{A (X)X )) 
où fi désigne la mesure motivique. 
Preuve : 

Nous commençons par constater que P?x x) c ^- l (^-(x,x))- En effet, soit A 1 G 
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P?Xx)- ^ ar ^ e secon d point de 5.1 le germe correspondant (Z^O) C (K™ +1 ,0) est 
lisse de dimension d + 1. Par conséquent N{I iA i) = Ll\<k< n -d(cti k + N n+1 ) avec 
\oci k | = 1. Par la première condition de 5.1 ai k ^ (1, 0, . . . , 0), 1 < k < n — d. Ceci 
implique que la base standard distinguée de I iA i est de la forme Xi k — Ui k (t, X"), 
1 < k < n — d, où X" désigne les d coordonnées parmi Xi,...,X n , autres 
que Xi x , . . . ,Xi n _ d . Par définition du diagramme (-D2), ceci implique l'inclusion 
souhaitée. Montrons maintenant que la suite des [P^ x x ^]h~ dl est de Cauchy dans 

Mk- Soient i, k G N*, par le second point de la remarque 4.14 et la description 
ci-dessus, l'application : 

P (X% n U i+k,i( P (X,x)) y P (X,x) 

déduite de la projection oublie des «k derniers termes»de K n( - t+k ^ dans IK m est 
une fibration localement triviale de fibtre h dk . Ainsi [P(x% n n î+fc i( P (x x)l = 

\. P lx,x)^ dk et donc : 

jpi+fcjl^— d(fc+î) _ JpîjJ^— di _ ^pi+kjj^-d(k+i) _ ^pi+k p TJr 1 ^ ; . (P')]L~ C ^* +fc "' 

= [pi+ k - pï+ k n i (p i )]L -d ( i+fc ) 

A un point A i+fc = (Ai, . . . , A;, . . . , A i+k ) de P i+k - P i+k nn^^fF) correspond 
une suite des multiplicités de Nash mo, . . . , m,, . . . , mj + fc avec > 2 et rrti+k = 
1. Soit p = n — d et J Pi o (resp. J p a») l'idéal de X]] engendré par /o et 
tous les déterminants mineurs d'ordre p des jacobiennes de p éléments de Iq 
(resp. engendré par I iA i et les déterminants mineurs d'ordre p des jacobiennes 
de p éléments de I^a*)- Soit tp G ^4-(K n ,o) tel •l 116 = Puisque la suite 
des multiplicités de Nash est décroissante, on a m\ < 2, < l < i. Un calcul 
élémentaire montre alors que : 

ord t (T*(J pfi )) > i + ord t (F*(J ptAi )) > i + 1. 

Soit la fonction d'Artin-Greenberg de K[[i, X]]/J Pj q et c > 1 tel que (3'{i) < ci. 
Notons j = [i/c] la partie entière de i/c. Par définition de /?', on a donc A- 7 € 
n3 (4mïW,i))' 11 en découle que : 

d i+k = dim(p %+k - p %+k n n-yp*)) < (d - i)j + d(i + k - j) = d(i + k)-j 

Par suite Limi_ +00 d(i + k) — di +k . = +00. Ce qui assure que la suite [P*]L _dî est 
de Cauchy dans A4k et donc convergente. 

Soit maintenant A 1 G IF(A(x,x)) ~ P (XxY Soit ^(*) = Z)fc=i + *Vi(*) avec 
= Ai + kt k un élément de ^4(x,x) <l u i relève A*. Par construction du 

diagramme (-D2)) l'arc Tj(t) = (t,(pi(t)) est tracé dans (Z-,0). Ainsi le point 
(l,Aj + i) est dans l'ensemble des zéros de l'idéal initial In(I iA i) de I, hA i. Ceci 
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implique que pour tout m G N, (m, 0, ...,0) A^a*- P ar conséquent puisque 
^4* P\ la suite des multiplicités de Nash (mo, . . . , m,) de A 1 est telle que 
rrij > 2. Procédant comme plus haut en posant j = [i/c], ceci implique que : 

ordtif J pfi ) > i + 1, V</> G ^(k»,o)I^ = ^ 
Par conséquent A 7 G IP^^^x)^))- H en résulte que : 

k = dim(lT(A { x,z) ~ p {x,x)) <( d ~ l )j + ~ i) =di-j 

Par suite Limi r00 di — h = +oo et [H* (A(x , x )) ~ P[x x)^~ d% conver g e vers zéro 

dans Mk ■ H en découle la convergence des deux suites considérées et la co- 
ïncidence de leurs limites. Le fait que cette limite soit égale à fi(A(x,x)) es * 
conséquence de 7.1 p. 229 dans [D-Ll] (ou bien peut être considérer comme une 
définition du volume motivique cf. [D-L2]). □ 

Récemment S. Ishh et J. Kollâr ont considéré l'hypersurface de C 5 définie par 
Xf + Xf + X| + X| + X| = et montré qu'elle fournissait un contre exemple 
en dimension 4 au «problème de Nash»(c.f. [N], [I.K], [RI], [R2] par exemple, 
pour la formulation de celui-ci). Nous nous proposons ici, pour illustrer ce qui 
précède et voir le rôle jouer par les suites de Nash, de calculer par les méthodes 
ci-dessus le volume motivique de telles hyper sur faces. On peut bien entendu faire 
le calcul de manière indépendante en déterminant une résolution des singularités 
et utiliser «les formules de changement de variables »de l'intégration motivique 
de [D-Ll] ou [S]. 

Exemple 5.3 K = C. Soient n>3,k>2et (H n k,Q) le germe d'hypersurface 
à l'origine de K n+1 défini par : 

+ . . .+X k + Y 2k = 0, (Le contre- exemple d'Ishii- Kollâr est le cas n=4, k=S) 

Posons pour p>l, V Pik = {{X 1 , . . . , X p ) G K p /1 + Xf + . . . + X k = 0}. 
On a alors : 

M*Vn,*,0)) = d V n-l,k] + [V n -2,k] + 
+ ([V n -l,k] + [Vn-2,k} + 

Nous indiquons brièvement les principales étapes des calculs. Pour cela, désignons 
par Ck et Wk les constructibles : 

Ck = {X G K n /X ^ et Xf + . . . + Xl = 0} 
W k = {(X, Y) G K n+1 /Y + et X\ + . . . + X* + Y 2k = 0}. 



+ k% ¥ -— + [V n , k ] 



L n - 1 



L — 1 
L 2n_1 - 1 



+ k) 



(L-l) 



(L™- 1 - 1XL 2 ™- 1 - 1) 
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Il est élémentaire de vérifier que dans Ko(Vk) on a : 

[C k ] = ([V n -l,k] + [V n -2,k] + . . . + fc)(L - 1) et [W fc ] = - 1). 

Soit maintenant ^ = A i = (Ai,..., Ai) G K^ n+1 ^\ Ai = {B h Yi) G K n+1 avec 
Bl = ■ ■ ■ > h,n)- Posons v = Min{l/Ai ^ 0}. Si A 1 G P % alors on a v < i, sans 
quoi rrii = fc. L'équation locale de (Z' v ,0) est : 

(Xx + b vA ) k + ... + (X n + b v , n ) k + t kv (Y + Y v ) 2k = 0. 

Deux éventualités peuvent se présenter : 

• B v 7^ et alors m„ > si et seulement si B v G On alors m„ = 1. Ainsi les 
élments A 1 de P* au dessus de tels points sont une fibration localement triviale de 
fibre L n ( i_ ") et de base C k x L. Ainsi leur contribution à [P%- ni est [C k ]h.h~ nv . 
Faisant la somme pour v variant de 1 à i, et prenant la limite dans A4k lorsque 
i tend vers +oo on obtient : 

^ x Ï7TTI = ([^-^1 + + • • • + k ^^TT[ 

Ceci est la contribution des strates principales correspondant au suites de Nash 
(k, . . . , k, 1, . . . , 1), le premier 1 en position v et ordt((p l ) = v. Le découpage de 
[Ck] en + [V^_2,fe] + . . . + k correspond aux différentes possibilités pour 

N v = a + N n +\ avec a = (0,/3) et \0\ = 1. 

• P^, = et donc Yy 7^ 0. On considère le premier l avec v + l < i tel que -B^+i 7^ 0. 
Si A* G P l , on a certainement / < u. Sinon l'équation locale de (Z' 2v ,0) est : 

X k + ... + X k + (t v Y + t v Y 2v + . . . + y,) 2fc = 

et l'on a = 0. On a alors deux sous-cas. 

— a) l = v. L'équation locale de (Z 2v ,0) est alors : 

{x 1 + b 2vA ) k + ... + (x 1 + b 2vA ) k + (t v Y + ry 2î) + . . . + n) 2fe = 0. 

On a m2t, > si et seulement si (B2 V ,Y V ) G W k et alors r?^ = 1. Les éléments de 
P l au dessus de tels points sont une fibration localement triviale de fibre U l ( l ^ 2v ) 
et de base WfcxL". Leur contribution a [P l ]L~ m est donc [Wfc]L - ( 2n-1 ) t '. Prenant 
la somme pour v variant de 1 à [i/2] et passant à la limite on obtient : 

^ X L 2n-1 _ ! = ^ ^n-l^! 

Ces points correspondent aux suites de Nash (k, . . . , k, 1, . . . , 1), le premier 1 en 
position 2v et ordt((p l ) = v. 

— b) 1 < l < v et l + v < i. On a en particulier u > 2. L'équation locale de 
(Z£ +J ,0) est 

{X 1 + 6 M+/ ) fc + . . . + (X n + b n , v+l ) k + t k ^~ l \t l Y + t l Y l+v + ... + Y v ) 2k = 
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On alors m v+ i > si et seulement si B v+ i G Ck et alors m v+ i = 1. Ainsi les 
éléments de P l au dessus de tels points sont une fibration localement triviale 
de fibre U 1 ^- 1 ) et de base (L - l)[C k ]h l . Ainsi la contribution à [P%~ ni est 
(L - l)[C k ]h- n ^L l . Faisant varier v de 2 à i et l de 1 à i v = Min{v - 1, i - v), 
on obtient : 

[C fc ] (L - 1) £ L— £ L-("-^ = [C fe ] (L - 1) £ L— Ln _ 1 _ 1 

u=2 i=l d=2 

Posons j = [(i + l)/2]. Nous obtenons : 

[C fc ] (L - 1) _ ï - L"' 1 ^ ^- {2n - 1)v ~ E L-^ 1 )^--) 

t)=2 u=2 «=j'+l 

La troisième somme est de limite nulle. La limite de la différence des deux 
premières sommes vaut : 

L n_1 - 1 
(L n - ÎXL 2 "- 1 - 1) 

Il vient donc (après simplification par L™ -1 — 1) : 

L — 1 (L — l) 2 



6 Condition de rang de Gabrielov et espace des arcs 

Dans cette section, K = C. Soit F x : (A, x) — > (1", y) un germe de morphisme 
entre deux germes irréductibles. Notons T x '■ •^■(x,x) ~^ -^{Y,y) I e morphisme 
induit. Rappelons que nous désignons par rang générique de F x le nombre : 

n(F x ) = grk(F x ) = Infu(Sup x <Rang(F x ,)) 

où x' € Reg(X l~l U) et U parcourt une base de voisinage x. Nous cherchons à 
établir : 

Théorème 6.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) grk(F x ) = alim y Y ; 

2) Pour tout ouvert V de lZ(x,x)> F X (V) contient un ouvert de Tl(y,y) ! 

3) F(Jt(x,x)) contient un ouvert de lZ(y, y )- 
Preuve : 

1)^2) 

Soient <p G Tl(x,x) et i G N, nous allons prouver que : !F x {Bi{ip)) contient un 
ouvert de T^(y,y) ■ Nous commençons d'abord par nous ramener au cas où (A, x) 
est lisse. 



36 



Réduction au cas où (X, x) est lisse : 

Considérons un plongement (X, x) — ► (I€ m ,0). Soient I C ¥L{x±, . . . ,x m } 
l'idéal définissant (X, x), l = haut(I). Notons J/ l'idéal engendré par I et tous 
les déterminants jacobiens d'ordre l des i-upplets d'éléments de /. Puisque ip G 
'R-(x,x)i or d((p* Ji) = u < +00. Par le procédé utilisé au théorème 4.1, on peut 
trouver un germe (Z, z) lisse, un germe de morphisme : Tl z : (Z, z) — > (X, x) 
obtenu par une succession de u éclatements ponctuels et 4> G <A.(z,z) Q u i relève (p 
à travers II 2 . Soit alors G z : (Z, z)Tl z (X,x)F x (Y,y). Il est alors élémentaire de 
vérifier que grk(G z ) = grk(F x ). Si l'assertion 2) est prouvée pour Ç z , elle le sera 
pour T x . En effet, soit i e N, s'il existe j G N et 9 G Tl(Y,y) telle que : 

5,(0) c g z (Bi(<f>)), 

on aura : 

£#) C = F x {n z (Bi(<i>)) C F x {Bi(ip)). 

Nous supposerons donc désormais que (X, x) = (K m ,0). Soit alors d = dim y Y . 
Plongeons (Y, y) dans (IC n , 0). Nous noterons Fi(x±, . . . , x m ), . . . , F n (x\, . . . , x m ) 
les composantes de F x , et par F un représentant de F x . Pour un choix générique 
de coordonnées linéaires à l'origine de (I£ n ,0), on peut supposer être dans la 
situation qui suit. 

Soit P : (y,0) -» (K d ,0), le germe de morphisme induit par la projection : 

K n -► K d 
(zi, . . . ,z„) -> 

Le morphisme : 

P * : O d = X{zi, ...,*«,}—> Oy,o = On/J 

est injectif et fini. 

Si /c est la dimension du corps de fractions de Oy,o sur le corps des fractions 
de Od, le polynôme minimal de Zd+i est un polynôme distingué, P(Z) = Z k + 
Sf=i a i^ k l à coefficients dans O^. 

Le discriminant A(zi, . . . , Zd) de ce polynôme est non nul et : 

Â.Oyfi CO d + O d .z d+1 + ... + O d .z k d ~\. 

En particulier, z^ +1 + Yli=i a i z d+i e ^1 e * P our 2 < j < n — d, il existe des 
tfyj G tels que : 

fc-1 

Az d+j ~zZ ai d z d+i G J. 
2=1 
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D'autre part, le choix de la projection linéaire Pç, étant générique et grk(F x ) = d, 
on peut supposer quitte à renuméroter les coordonnées dans K m que : 

dFi 

Ji{xi, x m ) = det(—(xi, x m ))i<i< di i<j< d 

est non identiquement nul. 

Notons (D, 0) C (K d , 0) le germe en des zéros de A. On a A o F x / 0, sans 
quoi F x ((K m ,0)) C P _1 (D,0) d'où grk(F x ) < dim^P^iD, 0) = d - 1< d. 

De la même façon (V, 0) = F~ 1 (Sing(Y), 0) C (K m ,0) est un sous-ensemble 
analytique propre de (K m ,0). Soit ly l'idéal réduit définissant (V, 0) et h E Iy, 
h ^ 0. Posons fci = mo(h), /c2 = mo(Ji), /C3 = mo(A o F x ), où mo( ) désigne la 
multiplicité ou l'ordre à l'origine. 

Soient <p G -4(K m ,o) et i G N, en vertu du lemme 4.9 , il existe a G i?j(</>) telle 
que : 

ord(h(a(t)).J 1 {a(t)).A(F(a(t))) < (h + k 2 + fe 3 )(i + 1) = s. 
Posons = F(a(t)). Nous allons voir que : 

- B 2s+1 (9) C F x (Bi(cf>)) = r x (Bi(a)) ; 

- B 2s +i(0) C 72.(y j0 ). 

Soit 0' = (6[, . . . , 9' d , 0' d+1 , . . . , 9' n ) G B2 S +i{9) C ^4(y,o)- Considérons le système 
d'équations implicites : 

Gi(t,y 1 ,.. . ,y m ) = Fi(ai(t) +yi,.. .,a m (t) + y m ) - 0[(t) = 



Gd(t,yi, ...,y m ) = F d (a 1 (t) + y 1 , . . .,a m (t) + y m ) - 6' d (t) = 0. 

Soit I l'idéal de 0\ engendré par les mineurs d'ordre d de la jacobienne G' y (t, 0). 
On a Ji(a(t)) G /. Soit l = ord(I) < ord{Ji{a{t)) < s. 

Par hypothèse, G(t,0) G (t) 2s+1 .Of. Donc G(t,0) G © d (t) 2 (*- , )+ 1 .i 2 . Par 
le théorème des fonctions implicites de J.C. Tougeron, il existe yi(t) , . . . , y m (i) 
G (t) 2 (*- , )+ 1 .(t)' C (t) s+1 telles que : 

F j (a(t)+y(t)) = 6' j (t), 1 < j < d. 

Posons p(t) = a(t) + y(t). On a donc p G B s (a) C Bi(a). 

Pour conclure, il nous reste à voir que pour d + 1 < j < n, on a : Fj(p(t)) = 

m- 

Pour cela remarquons que, puisque 0' G £>2s+i(#) C ^4(v,o) ; et A(6) 

coincïdent jusqu'à l'ordre 2s. Mais ord(A{6)) < s, donc ord(A{9')) < s. 
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Posons : 6'(t) = (6[(t), . . . , Q' d {t)). Maintenant, puisque F est à valeur dans 
(y,0) et (F 1 (p(t)),...,F d (p(t))) = 9'(t). 

On a : 

k 

F d+ i( P (t)) k + J2a l (ê'(t))F^(p(t)) = 
1=1 

0Wi{t) k + i2<è\me' d+ i) k -\t) = v 

1=1 

Par suite F d+ i{p{t)) et 9 d+1 (t) sont donc deux racines du polynôme P(U) = 
+ Ya=i ai{è'(t))U k ' 1 . D'après le théorème de Puiseux, il existe, . . ., 

Ukit 1 ^'') analytiques complexes en t 1 ^ 1 solutions de P(U) = 0. Supposons que 
Fd+i(p(t)) ^0' d+1 (t), alors : 

(F d+1 (p(t k '-)) - 9' d+1 (t k '-)f divise IJ(«i(*) " %(*)) 2 = A(è'(t fc! )). 

Kj 

Par suite : 

ord(F d+1 (p(t)) - 9' d+l (t))k\ < ord{A(9'(t))k\ < ski 
Or ceci est absurde car : 

ord(F d+1 (p(t)) - F d+1 (a(t)) > s + 1 et ord(6' d+1 (t) - F d+1 (a(t))) > 2s + 1. 
Par suite F d+ i(p(t)) = 9 f d+1 (t). Ensuite, pour j > 2, on a : 

fe-i 

A(9'(t))F d+j (p(t)) =Y, a ^'(t))F d+1 (p(t)) 

1=0 

^a^è'itW^Yit) = A(9'(t))e' d+j (t). 

1=0 

Par suite, F d+ j(p(t)) = 9' d+ -{t), j > 2. Donc p relève 9' par F. Enfin notons que 
h(p(t)) car ord(h(p(t)) — h(a(t))) > s + 1 et ord(h(a(t)) < s. Par conséquent, 
p(t) n'est pas tracée dans F^ 1 (Sing(Y), 0). Donc à fortiori F(p(t)) = 9'(t) n'est 
pas tracée dans (SingÇY), 0). 

Nous prouvons à présent l'implication 3) 1). 

Considérons F x : (X, 0) — » (^,0) tel que F(7Z(x,o) ) contienne un ouvert 
de ft ( y >0 ). Posons d = dim Y et P : (Y,0) -» (K d ,0) une projection linéaire 
générique. D'après l'implication 1) =4> 2), puisque grk(Po) = d, pour tout ouvert 
V de TZ(Yfi)i Vq{V) contient un ouvert de A(^d j0 y Par suite, posant F' = Pq o F, 
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F'(R-(x,o)) contient un ouvert de An&dm. Mais grk(F') < grk(F). L'implication 
3) =4» 1) sera donc prouvée si l'on montre que grk(F') = d. Autrement dit, on 
peut supposer que notre germe d'application F : (X, 0) — > (K d ,0) est telle que 
FilZ^xfi)) contient un ouvert de A^d^y 

Considérons une boule de rayon r suffisamment petit, 5(0, r) C K m pour 
que : 

X n 5(0, r) = {ze 5(0, r)/h (*) = ... = f p (z) = 0}, 
avec /i, . . . , f p analytiques sur B(0, r). 

Sing(X) n B(0, r) = {z G B(0, r)/h (*) = ■■■ = / P (*) = 0, 

rfet(^-)i<;< Si i< fc < s (2:) = 0,V| = (n, . . . , i s ), j_ = {ji,...,j s )} 

où m — s = dim(X, 0). 

Soit r n une suite croissante telle que < r n < r et r n — » r. Posons : 

^ dfi. 1 

= K TO /|Z| < rtl) 2eInB(0, r ),^|è^) 1 < 3 ;K s (z)| > y}. 

On a évidemment : Reg(X) n 5(0, r) = U/ jrae N*-Rn,i- Par suite F(Reg(X) n 
5(0, r)) = U n: iF(R n j) est réunion dénombrable de compacts de K d . Donc l'ensem- 
ble F(Reg(X) n -6(0, r)) est mesurable pour la mesure de Lebesgue sur K. d . Sup- 
posons grk(F) < d. Ecrivons Reg(X) n 5(0, r) = U ne N-C n où chaque 5 n est un 
domaine de carte. Posons F n = F/D n . En tout point de D n le rang de la jacobi- 
enne complexe de F n est strictement inférieur à d. Donc le rang de la jacobienne 
réelle de F n est strictement inférieur à 2d. Tout point de F n (D n ) est donc valeur 
critique réelle de F n . Par le théorème de Sard, F n (D n ) est donc de mesure nulle. 
Il en est donc de même de F(Reg(X) n 5(0, r)) = UF n (D n ). Nous allons voir que 
ceci est contradictoire avec le fait que ^CR-^xfi)) contienne un ouvert de Aç&d^y 

Soient (p G »4(K d ,o) et i G N tel que Bi(ip) C ^{IZ^xfl) ) ■ Posons ip(t) = 
Ylt=î Akt k , Ak = (a\, . . . , af) G K d . Considérons alors l'application : 

A: KxK d — >K d 

i 

(t, x) — ► A(t, x) = Y^ A k t k + x.t i+1 . 
k=l 

F(Reg(X) D 5(0, r)) est réunion dénombrable de compacts, donc de fermés. Il en 
est donc de même de V = A~ 1 (F(Reg(X) n 5(0, r))). Soient l > 1 et Q = {z G 
= 1/1} le cercle de centre l'origine et de rayon l/l. Considérons : 

Vi = Vn(Qx K d ). 
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Vi est donc réunion dénombrable de compacts. Soit X\ = P(Vi), où P : K x K d — > 
K. d est la projection canonique. X[ est donc mesurable. Maintenant, le fait que 
Bi(tp) C F{1l(x,o)) implique que : 

K d = U,>iX, (*) 

En effet, soit x G K d , l'arc t — > a(t) = A(t, x) est un élément de Bi(ip). Il se relève 
donc par F en un arc p G 'R-(xfl)- Donc pour \t\ = 1/1 assez petit, a(t) = A(t, x) 
G F(Reg(X n B(0,r)) et donc ce G X\. Maintenant par (*), l'un des Xi, disons 
Xi est de mesure non nulle. Il en découle que l'ensemble : 

z l0 = {ze K d /z = jZM^) k + « G 

fc=l 

est de mesure non nulle. Mais par définition, Z/ C F(Reg(X) n -6(0, r)). Ce 
dernier ne peut donc être de mesure nulle. □ 



Nous terminons cette section par quelques remarques et commentaires. Pour 
cela si (X, x) est un germe d'espace analytique, nous noterons par Ox,x le complété 
■Mx,x addique de Ox, x - De la même façon si F x : (X, x) — > (Y, y) est un germe de 
morphisme, on notera F* : Oy, y — ► le morphisme induit par i^. On a alors 
le corollaire suivant qui est un cas particulier des théorèmes de A. M. Gabrielov 
et S. Izumi (cf. [14]). 

Corollaire 6.2 Soit (X, x) un germe d'espace réduit et F x : (X, x) — > (C d ,0) te/ 
gue grk(F x ) = d. Alors : 

1) Si S £ Ôd est tel que F x * (S) G O x ,x, alors S G O d ; 

2) 3a, b G R+/VS G Ô d ,m{F x (S)) < am(S) + b où "m" désigne /a multi- 
plicité ou l'ordre. 

Preuve : 

Puisque le rang générique de F x est le maximum des rangs génériques des 
restrictions de F x aux composantes irréductibles de (X, x), on peut supposer que 
celui-ci est irréductible. Mais alors d'après le théorème 1.4, il existe <p G »4.(c d „o) 
et i G N tels que Bi{ip) C T x ijt(x,x) ) C Fx{-A.(x,x))- Soit alors S G O d , tel 
que F)c*(S) G C(x,x)- Par suite , pour tout G A( X , X ), %* (S)(0) G Cq, c'est 
à dire S(ip') G Oi.'Vy/ G ^(^(x,x))- Donc SV) e'd, VV G Bi(y>). Or ceci 
implique que S* G par le lemme 1.4 p. 121 de [T4]. De la même façon, soit 
fc = m(i ? x (S)). Pour tout G A{x,x)i 011 a : ord(F x (S)(0)) > fc. Par suite, 

Min^i eB ./ v> \ord(S(ip')) > fe. Mais d'après le lemme 4.9 de la section précédente, 

- — -* -1 

ce minimum est inférieur ou égal à m(S)(i + 1). Donc m(F x (S)) < j^-m(S). On 
notera donc que les constantes a, b de 2) sont déterminées par le diamètre d'une 
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boule incluse dans F x {A(x, x ))- La preuve de 1) =4> 2) dans 1.4 fournit un moyen 
effectif de déterminer un tel diamètre. □ 



Remarque 6.3 Les théorèmes de A. M. Gabrielov et S.Izumi, qui sont respec- 
tivement les assertions de 1) et 2) dans le cas où (Y, y) est un irréductible quel- 
conque, sont beaucoup plus profonds. L'assertion 1) dans le cadre général fût 
d'abord prouvée par A. M. Gabrielov. Puis S. Izumi donna une preuve de 1) no- 
tablement simplifiée dans [14-]. L'assertion 2) dans le cas général est due à S. Izumi 
[II] [12] [13]. Le cas que nous traitons dans 5.2.1 a été obtenu indépendamment des 
façons précédentes et de manière disjointes par P. M. Eakin-J.Harris, B. Mal- 
grange, R. Moussu- J. G Tougeron. On se ramène, en général, au cas où (X, x) 
est lisse en utilisant la résolution des singularités. Nous renvoyons le lecteur à 
[14] pour une vision générale historique. 

Soit maintenant (X, x) un germe irréductible, (p G Tt(x,x) et i G N. Con- 
didérons les deux assertions suivantes : 

(T) VS 1 G Ôx,xi (y<p' £ Bx,i(<p), %/) G Ci => S G O x , x ) 

(I) 3a,be R + yS G Ôx, x ,Mi nip , eBx . {ip) (ord(S(ip'))) < am{S)+b. 

Les assertions (T) et (/) sont des conséquences très faciles de l'existence de la 
résolution des singularités et des théorèmes de A. M. Gabrielov et S. Izumi. Elles 
signifient grossièrement que le comportement d'un élément de Ox,x sur un ouvert 
de H(x,x) décrit son comportement général. C'est pourquoi on peut considérer 
que de tels ouverts sont représentatifs de Aix,x) - D'autre part, une preuve directe 
de ces assertions (T) et (/) impliquerait les théorèmes de A. M. Gabrielov et S. 
Izumi via 1.4 comme en 5.2. Pour prouver (T) et (/) directement, il suffirait 
d'établir les propriétés 1) et 2) de 5.2 pour II : (Z,p) — » (X, x) l'éclatement de 
(X, x) de centre x. Donc les théorèmes de A. M. Gabrielov et S. Izumi se réduisent 
au cas apparemment simple ci-dessus. Contrairement aux apparences, ce cas est 
sans doute aussi compliqué que le cas général. Cependant, une détermination 
"effective" de a et b comme dans 5.2 dans le cas de l'éclatement II : (Z,p) — » (X, x) 
de centre x conduirait à des " estimations de Chevalley linéaires uniformes" comme 
demandées dans [B-M3] (question 1.28 p. 743). 
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